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1) a) Montrer que:V(a;b) E R (a+b =0) © (a=0etb =0)

b) Vérifier que: (Vx e R):vx2+1—-1 >0)
c) Montrer que: V(x;y) E R: (x # 0ouy # 02 Vx2 + 1 +./y2 +1 # 2

2) Soitqunréel;onpose:S,=1+q+q*+--+q" telque n €N
a) On suppose que q = 1; calculer S,, en fonction de n

qn+1_1

q-1
3) On considére I'équation (E) :x e Rivx+3 —4Vx—1+V/x+8—-6Vx—1=1

a) Déterminer D I'’ensemble de définitions de I'équations (E)

b) Résoudre dans D I’équation (E)

Exercice 02

b) On suppose que g # 1 ; Montrer par récurrence que (Vn € N);§, =

Pour tout entier naturel n non nul on pose §,, =1 + % + % + et %
1) Soit n € N*, vérifier que (Vk € {1;2; ....;n}): ﬁ >

— 2n

2) Montrer que (Vn € N*): S5, — S, = %
3) En déduire que (Vvn € N*):S,n — 1 > g

4) Montrer que la proposition (3M € R)(Vn € N*): §,, < M est fausse
Exercice 03
Soient f et g deux applications tels que:

f:R—>R b G115 Feo[2]2; Foo]
x - f(x) = cos(x) ; X - g(x) = Zﬁio

1) Déterminer f _1({%})
2) a) Montrer que I'application f n'est pas injective.
b) Montrer que l'application f n'est pas surjective
3) a) Montrer que g est une bijection et déterminer sa bijection réciproque.

4) SoitI'ensemble A = {n 2\

n-1
Exercice 04
Soient 4, B et C les trois ensembles suivants :
2 2k 5 2k
A={Z+%%cz} ; B={T+T%cnletC={x+yV2/(x;y) € LxLetx? — 2y’ = 1}
1) Montrerque:ANB =¢
2) a) Montrer que V2 ¢ Q
b) Montrer que: E # ¢p etque: 0 ¢ E.
3) Soient a et b deux éléments de E.

€ N} , écrire I'ensemble A en extension

Montrer que % € Eetab € E.
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1)a) Montrer que : V(a ; b) € R?;
(a+b=0)=(a=0etb=0)
b) Vérifier que: (vx e R):vVx2+1—-1 >0)
c) Montrer que : V(x;y) € R?:
x#=00uy#0=2>yx2+1+./y2+1=%2

2)Soit q un réel ; on pose:
S,=1+q+q*+--+q" telque n €N

a) On suppose que q = 1; calculer §,, en
fonction de n

b) On suppose que q # 1 ; Montrer par
qn+1_1
q-1

récurrence que (Vn € N);§,, =

3) On considere I’équation (E) :
xERVX+3-4/x—1+Vx+8-6Vx—1=1
a) Vérifier que Vx € [1; +oo][ :
x+3—-4Vx—1=({x—-1-2)2
b) Déterminer D I'’ensemble de définitions de
I’équations (E)
c) Résoudre dans D I'équation (E)
1)a) Soient a et b deux réels positifs ; Montrer
que: (a+b=0) (a=0eth=0)
Sia=0etb=0alorsa+b=0
Montronsque:a+b=0=>a=0etb=0
Ona: a+b=0etb=>0
Donc: a=—-b etb>0 donc —b<0
Donc: a<0 etona:a=0
Donc0<a<0 donca=0
Onaa+b=0et a=0donch=0
Donc a=0etb =0
b) Vérifier que: (Vx e R):vx?2+1—-1 >0)
Soitx € R
Onax?>0doncx’*+1>1
Doncvx?+1-1 =0
Doncvx?+1 >1
c) Montrer que: V(x;y) € R?:
X#£0ouy#0=2yx2+1+y2+1%2

Soit (x;y) € R?
Par contraposée montrons que :

VX2 +1+.y2+1=2=x=0ety=0

() : Vx2+1+4y2+1=2
H=2Vx2+1-1+.y2+1-1=0

x2+1-1=0et\y?+1-1=0
sVx2+1=1etfy2+1=1
>x’+1=1ety?+1=1
>x2=0ety’?=0=x=0ety=0
DoncV(x;y) € R?:
(x£0o0uy#0=2>yx2+1+y2+1%2

2)Soit q un réel ; on pose:
S,=1+q+q*+-+q" telque ne N
a) On suppose que g = 1; calculer S, en
fonction de n
Sp=1+q+q*+--+q"
=1+1+1+4+--4+1 ,(n+ 1fois

=n+1
b) On suppose que q # 1 ; Montrer par
n+1_
récurrence que (Vvn € N);S, = qq-1 !
a'-1

» Pourn=0ona:$5;=1et Sj=—-=1

q-1
Donc la proposition est vraie pour n = 0
» Soitn €N

n+1_
Supposons que S,, = 1 !
n+2_
Et montrons §,,,1 = 1 1 !
Sni1=1+q+Q* +--+q"+ ¢
qn+1 _
— + n+1
q-1 1
_ qn+1 -1+ (q _ 1)qn+1
q-—1
_ qn+1 -1+ qn+2 _ qn+1 _ qn+2 -1
q-1 q-1
> D’apres le principe de récurrence on a:
qn+1 -1
(VmeN);S, =———

q-1
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3) On considere I’'équation (E) :
xERVx+3—-4Vx—1+Vx+8—-6Vx—1=1
a) Déterminer D I'ensemble de définitions
de I'’équations (E)
E)ovx+3-4/x—1+Jx+8-6Vx—-1=1
oVxr—1-4/x—1+4+Jx-1-6Jx—1+9=1
o WVx-1-2|+Vx-1-3|=1
Donc Dg = [1; +oo[
b) Résoudre dans D I'équation (E)
Soitx € [1; +oof
(E) ® |[Vx—1-
Ona:
Vx-1-2>20x>5
Vx-1-2<0ex<5
Vx-1-320ex>10
Vx—-1-3<0ex<10

2|+ |Vx—-1-3|=1

1 5

—'Jx—1+2 +Jx—1—2 Jx-1-2
—«}x—1+3 —x- +x-1-3
(E)] 2x-145 1 2x—

Cas1l:x € [1;5]

(B)o —2vx—-1+5=1
ovx—1=2
ox—1=4

©x=5

S, = {5}

Cas2:x€]5;10[

E)e Vx—-1-2|+Vx-1-3|=1
eVx-1-2-Vx-1+3=1
1=1

S, =]5;10(

Cas1:x € [10; +oo|

(E)o2vx—-1-5=1

(B)oVvx—1=3

(E)ox=3

S3 = {10}

DoncS =S, U S, U S; =[5;10]

10

X
|Jle —2|
=

1+3

1-510

Pour tout entier naturel n non nul on pose
1 1 1
S, = 1+E+§+“'+;

1) Soit n € N*, vérifier que

1 1
(Vk € {1;2;....;n}): — = o

2) Montrer que (Vn € N*): §,, — S, = %
3) En déduire que (¥n € N*):Spn — 1> 7

4) Montrer que la proposition

(3M € R)(Vn € N*): §,, < M est fausse

Solution de I'exercice 2

Pour tout entier naturel n non nul on pose
1 1 1
Sp=1+-+-+ 4=
2 3 n

1) Soitn € N*, vérifier que
1

(Vk € {1;2; ....;n)): m o
Soitke{1;2;....; n}
Onak<n

Doncn+k<n+n
Doncn+ k <2n

1 1
Donc —_— > —
+k 2n

2) Montrer que (Vvn € N*): S,,, — S, = %

Soit n un entier naturel non nul,

Onas,=1++7++—et

Sam =14 43+ tob—— b
3 n+1
..+_

DoncSZn—Sn=—+—+

n+1 n+2

et puisque (Vi € [ [1;n] ])— > —

n+i 2n’

On obtient que :

1 1
SS—11>'.1

Car}i ;1=n

Donc (vn € N*): S,,, — S,
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3)En déduire que (Vn € N*): S,n — 1 > g

Ona:(VnEN*):SZn—SnZ% donc:
S,—S§ >1
279125
S$4—S >1
4 2—2
Sg— S >1
8 4—2

S S > !
2n 211—1 = 2

En sommant membre a membre ces inégalités
on obtient alors

1
Syn— 81 =it 5

etcomme S; = let Y7, % = g
On trouve (Vnn € N*):S,n — 1 > g

4) Montrer que la proposition

(IM € R)(Vn € N*): §,, < M est fausse
Supposons que la proposition

(IM € R)(Vn € N*)S,, < M est vraie.

Soit alors M un réel vérifiant

(vn e N*)S,, < M.

De ce qui précede on déduit que

(Vn € N*)S,» < M et par suite

(vn € N*)g < M, donc (Vvn € N*)n < 2M ce qui

est absurde, car il n'existe aucun réel
supérieur ou égal a tous les entiers naturels.
On en déduit s que la proposition

(IM € R)(Vn € N*)S,, < M est fausse.

Soient f et g deux applications tels que:

fiR->R ;0 g:]1; +0[—]2; +oo]
x f(x) =cos(x) ; x»gix) = 2:10

1) Déterminer f ‘1({%})

2) a) Montrer que f n'est pas injective.
b) Montrer que f n'est pas surjective

3) Montrer que g est une bijection et

déterminer sa bijection réciproque.

4) Soit l'ensemble A = {n e N /22
écrire '’ensemble A en extension

eN},

Solution de I'exercice 3

Soient f et g deux applications tels que:
ffR->R ; g:[1;+oo[— [2; 400
x - f(x) = cos(x) ; x+ gl =27

x—1
1) Déterminer f~! ({%})

xef <{%}> sfxe {%}

& cos(x) =

2

o cos(x) = cos (g)

@x=§+2kn;kez ou x=—§+2k1t;kEZ
Donc:

FE) =C+2km ken}u{-Z+2kn ; kez)

2) a) Montrer que f n'est pas injective.
ona:f(5)=7(=3) e 5
Donc f n'est pas injective

b) Montrer que f n'est pas surjective
Ona(Vx€eR): —1< cos(x) <1
Par exemple le nombre 2 n’a pas
d’antécédant par I'application f
Donc f n'est pas surjective
3) Montrer que g est une bijection et
déterminer sa bijection réciproque.
g:]1; +00[>]2; +oo]
2x+10

-1

12
x—1

X gx) =
Soity €]2; +oo]
Montrons que I'’équation f(x) = y admet

une unique solution dans |1; +oo|

B 2x+10
f(x)—y@)ﬁ—y
©2x+10=y(x—-1)
ox2-y)=—-10—-y
ox(y-2)=y+10
y+2
_y+10
X = =2
Donc: g=1:]2; +oo[—]1; +oo]
x+10
-2

=4

X g7l(x) =
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2n+10

n-1

4) Soit'’ensemble 4 = {n eEN /

écrire '’ensemble A en extension

eN},

Remarquer que:ZZJ_ri0 = 2("_11!)_22“0 =2 +£
2n+ 10
neAsneN /———€eN
n-—1
sneN /2 + €N
/ n-—1
sneN €N
/n—l

©neN etn—1divise 12
oneNetn—1€ {1;2;3;4;6;12}
oneNetne {2;3;4;5;7;13}
Donc A ={2;3;4;5;7;13}
Soient A4, B et C les trois ensembles :
2wt 2km 5t 2km
R e S I At i
etC={x+yV2/(x;y) EZX Zetx?—2y* =1}
1) Montrerque:ANB = ¢
2) a) Montrer que V2 ¢ Q
b) Montrer que: E # ¢p etque: 0 € E.
3) Soient a et b deux éléments de E.

Montrer que % € Eetab € E.

Solution de I’exercice 5

Soient A, B et C les trois ensembles :
2n  2km 5m 2km
=3 =gy
etC={x+yv2/(x;y) € Zx Zetx?—2y*> =1}
1) Montrerque: ANB = ¢
Supposonsque ANB # ¢
Ona:x€eANnB=>x€c€Aetx€EB

> 3k eT)/x ="+ 2kmet Qk' € I)/x =2 + 2k'm
21 5m
= Ak k) € ZZ)/?+ 2km = EY +2k'n

= @Ak k) € 78 /k — k' = %

Etonak € Zetk' € Zdonc (k— k') € Z et %GEZ.

Donc la derniére proportion est fausse, ce qui
veut dire qu'il n'existe aucun nombre réel qui
appartiental'ensemble AN Bd'ou: AN B = ¢.

2) a) Montrer que V2 ¢ Q
Supposons que V2 €EQ

Donc \/—=§ avec pEN et q

€ N* de pluspgcd(p;q) = 1

N RN, L R S

q q

= p? est pair = p est pair
>p=2k; keN
=>p? =4k*; ke N et p* = 2q¢>
= 4k? = 2q* => q* = 2Kk?
= q% est pair = q est pair
Donc p est pair et q est pair ce qui est
absurdecarpnAng =1
D’ouV2 ¢ Q
b) Montrer que: E # ¢p etque: 0 € E.

Montrons que: E + ¢
Ona:1€Epourx=1ety=20
Car (1;0) € Zx Z et (1) — 2(0)2 =1,
Donc: E + ¢
Montrons que : 0 € E en utilisant le
raisonnement par I'absurde.
Supposons que: 0 € E
Ona:0€cE<=3I(xy)€EZXZ/x+yV2=0
etx?—2y’=1
Siy=0alors:x=0car:x + yv2 =0,
Donc la condition x? — 2y? = 1 n'est pas
vérifiée.
Siy + 0alors: 5 = —/2 et cela est
impossible carg EQet—/2¢Q

Donc dans les deux cas, il n'existe aucun
couple (x; y) de Z X Z qui vérifie :
x+yJV2=0etx?—-2y*=1

D'ou:0¢ E
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3) Soient a et b deux éléments de E.
Montrer que % €EEetab€cE

Soit a et b deux éléments de E tels que :

a=x+yV2Zetb=x+yV2etx? —2y>=1et

x?-2y%=1
avec: (x;y) EZxZet(x';y') € Z X L.
1 1 x—yV2
Ona: —= =
a x+yVZ (x+yV2)(x—yV2)
_x—y\/f_ ) 2 _
_xz—ZyZ_x yV2 (car: x% — 2y? = 1)
En posant: x; = xety, = —y,

Ona:i=x1+y1\/§avec (x1;91) EZ X
etx? —2y2=x?2-2(-y)?=x*-2y>=1
Donc: i €EE
Ona: ab=(x+yv2)(x' +y'v2)
= xx' +xy'V2 + x'yV2 + 2yy’
= (xx' +2yy") + (xy' + x'y)V2

Puisque: (xx' + 2yy';xy' +x'y) EZ X Z
Et: (xx' +2yy)? —2(xy + x'y)? =
xX2x'? + 4xx'yy' + 4y*y'? — 2x%y'? — 4xx'yy' — 2x'%y?

= x*(x"? - 2y'*) — 2y*(x'? — 2y'%)

=x2-2y*=1

Donc:a.b € E



file:///C:/Users/FAYSS/OneDrive/Bureau/Comerce-25/1%20bac%20SM-WORD-2024/Devoir%201%20bac%20sc%20M/www.elboutkhili.jimdofree.com

