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Exercice 01 

1) a) Montrer que : ∀(𝒂; 𝒃) ∈ ℝ𝟐; (𝒂 + 𝒃 = 𝟎) ⇔ (𝒂 = 𝟎 𝒆𝒕 𝒃 = 𝟎) 

b) Vérifier que :  (∀𝒙 ∈ ℝ): √𝐱𝟐 + 𝟏 − 𝟏 ≥ 𝟎 ) 

      c) Montrer que : ∀(𝒙; 𝒚) ∈ ℝ𝟐: (𝐱 ≠ 𝟎 𝐨𝐮 𝐲 ≠ 𝟎
⬚
⇒ √𝐱𝟐 + 𝟏 + √𝐲𝟐 + 𝟏 ≠ 𝟐 

2) Soit q un réel ; on pose : 𝑺𝒏 = 𝟏 + 𝐪 + 𝐪𝟐 + ⋯ + 𝐪𝐧  tel que  𝐧 ∈ ℕ 

     a) On suppose que 𝒒 = 𝟏 ; calculer 𝑺𝒏 en fonction de n  

     b) On suppose que  𝒒 ≠ 𝟏  ; Montrer par récurrence que  (∀𝐧 ∈ ℕ) ; 𝑺𝒏 =
𝐪𝐧+𝟏−𝟏

𝐪−𝟏
 

3) On considère l’équation (E) : 𝒙 ∈ ℝ: √𝒙 + 𝟑 − 𝟒√𝒙 − 𝟏 + √𝒙 + 𝟖 − 𝟔√𝒙 − 𝟏 = 𝟏 

   a) Déterminer D l’ensemble de définitions de l’équations (E) 

   b) Résoudre dans 𝐃 l’équation (E) 

Exercice 02 

Pour tout entier naturel 𝒏 non nul on pose 𝑺𝒏 = 𝟏 +
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟑
+ ⋯ +

𝟏

𝒏
 

1) Soit 𝒏 ∈ ℕ∗ , vérifier que (∀𝒌 ∈ {𝟏; 𝟐; … . ; 𝐧}): 
𝟏

𝒏+𝒌
≥

𝟏

𝟐𝒏
 

2) Montrer que (∀𝒏 ∈ ℕ∗): 𝑺𝟐𝒏 − 𝑺𝒏 ≥
𝟏

𝟐
 

3) En déduire que (∀𝒏 ∈ ℕ∗): 𝑺𝟐𝒏 − 𝟏 ≥
𝒏

𝟐
 

4) Montrer que la proposition (∃𝑴 ∈ ℝ)(∀𝒏 ∈ ℕ∗): 𝑺𝒏 ≤ 𝑴 est fausse 

Exercice 03 

Soient  𝒇   𝒆𝒕 𝒈  deux applications tels que :  

                  𝒇: ℝ → ℝ                                                ;       𝒈: ]𝟏; +∞[→]𝟐; +∞[        

                     𝒙 ↦ 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝒙)                  ;                 𝐱 ↦ 𝐠(𝐱) =
𝟐𝒙+𝟏𝟎

𝒙−𝟏
        

1) Déterminer 𝒇−𝟏({
𝟏

𝟐
}) 

2) a) Montrer que l'application 𝒇 n'est pas injective. 

     b) Montrer que l'application 𝒇 n'est pas surjective 

3) a) Montrer que  𝒈 est une bijection et déterminer sa bijection réciproque. 

 4) Soit l’ensemble 𝑨 = {𝒏 ∈ ℕ  /
𝟐𝒏+𝟏𝟎

𝒏−𝟏
∈ ℕ} , écrire l’ensemble A en extension 

Exercice 04 

Soient 𝑨, 𝑩 et 𝑪 les trois ensembles suivants : 

𝑨 = {
𝟐𝝅

𝟑
+

𝟐𝒌𝝅

𝒌
∈ ℤ}    ;   𝑩 = {

𝟓𝝅

𝟑
+

𝟐𝒌𝝅

𝒌
∈ ℤ} 𝐞𝐭 𝑪 = {𝒙 + 𝒚√𝟐/(𝒙; 𝒚) ∈ ℤ × ℤ et 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 = 𝟏}  

1) Montrer que : 𝑨 ∩ 𝑩 = 𝝓 

2) a) Montrer que √𝟐 ∉ ℚ 

      b) Montrer que : 𝑬 ≠ 𝝓 et que : 𝟎 ∉ 𝑬. 

3) Soient 𝒂 et 𝒃 deux éléments de 𝑬.  

      Montrer que  
𝟏

𝒂
∈ 𝑬 et 𝒂𝒃 ∈ 𝑬.Ex 
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Exercice 01 

1)a) Montrer que : ∀(𝒂 ; 𝒃) ∈ ℝ𝟐 ; 

(𝒂 + 𝒃 = 𝟎) ⇔ (𝒂 = 𝟎 𝒆𝒕 𝒃 = 𝟎) 

    b) Vérifier que :  (∀𝒙 ∈ ℝ): √𝐱𝟐 + 𝟏 − 𝟏 ≥ 𝟎 ) 

      c) Montrer que : ∀(𝒙 ; 𝒚) ∈ ℝ𝟐 :  

(𝐱 ≠ 𝟎 𝐨𝐮 𝐲 ≠ 𝟎
⬚
⇒ √𝐱𝟐 + 𝟏 + √𝐲𝟐 + 𝟏 ≠ 𝟐 

2)Soit q un réel ; on pose :  

𝑺𝒏 = 𝟏 + 𝐪 + 𝐪𝟐 + ⋯ + 𝐪𝐧  tel que  𝐧 ∈ ℕ 

     a) On suppose que 𝒒 = 𝟏 ; calculer 𝑺𝒏 en 

fonction de n  

     b) On suppose que  𝒒 ≠ 𝟏  ; Montrer par 

récurrence que  (∀𝐧 ∈ ℕ) ; 𝑺𝒏 =
𝐪𝐧+𝟏−𝟏

𝐪−𝟏
 

3) On considère l’équation (E) : 

 𝒙 ∈ ℝ: √𝒙 + 𝟑 − 𝟒√𝒙 − 𝟏 + √𝒙 + 𝟖 − 𝟔√𝒙 − 𝟏 = 𝟏 

  a) Vérifier que ∀𝒙 ∈ [𝟏 ; +∞[  ∶ 

𝒙 + 𝟑 − 𝟒√𝒙 − 𝟏 = (√𝒙 − 𝟏 − 𝟐)𝟐 

   b) Déterminer D l’ensemble de définitions de 

l’équations (E) 

   c) Résoudre dans 𝐃 l’équation (E) 

Solution de l’exercice 1 

1)a) Soient 𝒂 𝒆𝒕 𝒃 deux réels positifs ; Montrer 

que :   (𝒂 + 𝒃 = 𝟎) ⇔ (𝒂 = 𝟎 𝒆𝒕 𝒃 = 𝟎) 

Si 𝒂 = 𝟎 𝒆𝒕 𝒃 = 𝟎  alors  𝒂 + 𝒃 = 𝟎 

Montrons que : 𝒂 + 𝒃 = 𝟎 ⇒ 𝒂 = 𝟎 𝒆𝒕 𝒃 = 𝟎 

𝑶𝒏  𝒂 ∶  𝒂 + 𝒃 = 𝟎 et 𝒃 ≥ 𝟎      

𝐃𝐨𝐧𝐜 ∶  𝒂 = −𝒃  𝒆𝒕 𝒃 ≥ 𝟎   𝒅𝒐𝒏𝒄 − 𝒃 ≤ 𝟎       

𝐃𝐨𝐧𝐜 ∶  𝒂 ≤ 𝟎      et on a : 𝒂 ≥ 𝟎   

Donc 𝟎 ≤ 𝒂 ≤ 𝟎   𝒅𝒐𝒏𝒄  𝒂 = 𝟎 

On a  𝒂 + 𝒃 = 𝟎 𝒆𝒕  𝒂 = 𝟎  donc 𝒃 = 𝟎 

Donc  𝒂 = 𝟎 𝒆𝒕 𝒃 = 𝟎  

b) Vérifier que :  (∀𝒙 ∈ ℝ): √𝐱𝟐 + 𝟏 − 𝟏 ≥ 𝟎 ) 

Soit 𝒙 ∈ ℝ 

On a 𝐱𝟐 ≥ 𝟎 donc 𝐱𝟐 + 𝟏 ≥ 𝟏 

Donc √𝐱𝟐 + 𝟏 − 𝟏 ≥ 𝟎 

Donc √𝐱𝟐 + 𝟏  ≥ 𝟏 

c) Montrer que : ∀(𝒙 ; 𝒚) ∈ ℝ𝟐 :  

𝐱 ≠ 𝟎 𝐨𝐮 𝐲 ≠ 𝟎
⬚
⇒ √𝐱𝟐 + 𝟏 + √𝐲𝟐 + 𝟏 ≠ 𝟐 

 

Soit (𝒙 ; 𝒚) ∈ ℝ𝟐 

Par contraposée montrons que : 

√𝐱𝟐 + 𝟏 + √𝐲𝟐 + 𝟏 = 𝟐
⬚
⇒ 𝐱 = 𝟎 𝐞𝐭 𝐲 = 𝟎 

(∗) ∶  √𝐱𝟐 + 𝟏 + √𝐲𝟐 + 𝟏 = 𝟐 

(∗)
⬚
⇒ √𝐱𝟐 + 𝟏 − 𝟏 + √𝐲𝟐 + 𝟏 − 𝟏 = 𝟎 

     
  

⇒ √𝐱𝟐 + 𝟏 − 𝟏 = 𝟎  𝐞𝐭 √𝐲𝟐 + 𝟏 − 𝟏 = 𝟎 

     
  

⇒ √𝐱𝟐 + 𝟏 = 𝟏  𝐞𝐭 √𝐲𝟐 + 𝟏 = 𝟏 

     
  

⇒ 𝐱𝟐 + 𝟏 = 𝟏  𝐞𝐭  𝐲𝟐 + 𝟏 = 𝟏 

   
  

⇒ 𝐱𝟐 = 𝟎  𝐞𝐭  𝐲𝟐 = 𝟎 
⬚
⇒ 𝐱 = 𝟎 𝐞𝐭 𝐲 = 𝟎 

Donc ∀(𝒙 ; 𝒚) ∈ ℝ𝟐 :  

(𝐱 ≠ 𝟎 𝐨𝐮 𝐲 ≠ 𝟎
⬚
⇒ √𝐱𝟐 + 𝟏 + √𝐲𝟐 + 𝟏 ≠ 𝟐 

2)Soit q un réel ; on pose :  

𝑺𝒏 = 𝟏 + 𝐪 + 𝐪𝟐 + ⋯ + 𝐪𝐧  tel que  𝐧 ∈ ℕ 

     a) On suppose que 𝒒 = 𝟏 ; calculer 𝑺𝒏 en 

fonction de n  

𝑺𝒏 = 𝟏 + 𝐪 + 𝐪𝟐 + ⋯ + 𝐪𝐧 

    = 𝟏 + 𝟏 + 𝟏 + ⋯ + 𝟏   , (𝐧 + 𝟏)𝒇𝒐𝒊𝒔  

       = 𝐧 + 𝟏 

     b) On suppose que  𝒒 ≠ 𝟏  ; Montrer par 

récurrence que  (∀𝐧 ∈ ℕ) ; 𝑺𝒏 =
𝐪𝐧+𝟏−𝟏

𝐪−𝟏
 

➢ Pour 𝒏 = 𝟎 on a : 𝑺𝟏 = 𝟏 et  𝑺𝟎 =
𝐪𝟏−𝟏

𝐪−𝟏
= 𝟏 

Donc la proposition est vraie pour 𝒏 = 𝟎 

➢ Soit 𝐧 ∈ ℕ 

Supposons que 𝑺𝒏 =
𝐪𝐧+𝟏−𝟏

𝐪−𝟏
 

Et montrons 𝑺𝒏+𝟏 =
𝐪𝐧+𝟐−𝟏

𝐪−𝟏
 

𝑺𝒏+𝟏 = 𝟏 + 𝐪 + 𝐪𝟐 + ⋯ + 𝐪𝐧 + 𝐪𝐧+𝟏 

        =
𝐪𝐧+𝟏 − 𝟏

𝐪 − 𝟏
+ 𝐪𝐧+𝟏 

        =
𝐪𝐧+𝟏 − 𝟏 + (𝐪 − 𝟏)𝐪𝐧+𝟏

𝐪 − 𝟏
 

       =
𝐪𝐧+𝟏 − 𝟏 + 𝐪𝐧+𝟐 − 𝐪𝐧+𝟏

𝐪 − 𝟏
=

𝐪𝐧+𝟐 − 𝟏

𝐪 − 𝟏
 

➢ D’après le principe de récurrence on a : 

(∀𝐧 ∈ ℕ) ; 𝑺𝒏 =
𝐪𝐧+𝟏 − 𝟏

𝐪 − 𝟏
 

 

www.elboutkhili.jimdofree.com


www.elboutkhili.jimdofree.com 

     Prof FAYSAL :    0681399067 
Correction du devoir surveillé 1 

Modèle 1 

1Bac sciences maths 

2025 /2024 

                                  Prof fayssal Page : 02 

3) On considère l’équation (E) : 

 𝒙 ∈ ℝ: √𝒙 + 𝟑 − 𝟒√𝒙 − 𝟏 + √𝒙 + 𝟖 − 𝟔√𝒙 − 𝟏 = 𝟏 

   a) Déterminer 𝑫𝑬 l’ensemble de définitions 

de l’équations (E) 

(E) ⇔ √𝒙 + 𝟑 − 𝟒√𝒙 − 𝟏 + √𝒙 + 𝟖 − 𝟔√𝒙 − 𝟏 = 𝟏 

      ⇔ √𝒙 − 𝟏 − 𝟒√𝒙 − 𝟏 + 𝟒 + √𝒙 − 𝟏 − 𝟔√𝒙 − 𝟏 + 𝟗 = 𝟏 

      ⇔ |√𝐱 − 𝟏 − 𝟐| + |√𝐱 − 𝟏 − 𝟑| = 𝟏 

𝑫𝒐𝒏𝒄 𝑫𝑬 = [𝟏; +∞[ 

   b) Résoudre dans 𝑫𝑬 l’équation (E) 

Soit 𝐱 ∈ [𝟏; +∞[ 

(𝐄) ⇔ |√𝐱 − 𝟏 − 𝟐| + |√𝐱 − 𝟏 − 𝟑| = 𝟏 

On a : 

 √𝐱 − 𝟏 − 𝟐 ≥ 𝟎 ⇔ 𝐱 ≥ 𝟓 

√𝐱 − 𝟏 − 𝟐 ≤ 𝟎 ⇔ 𝐱 ≤ 𝟓 

√𝐱 − 𝟏 − 𝟑 ≥ 𝟎 ⇔ 𝐱 ≥ 𝟏𝟎 

√𝐱 − 𝟏 − 𝟑 ≤ 𝟎 ⇔ 𝐱 ≤ 𝟏𝟎 

 
Cas 1 : 𝒙 ∈ [𝟏; 𝟓] 

(E) ⇔ −𝟐√𝒙 − 𝟏 + 𝟓 = 𝟏 

   ⇔ √𝒙 − 𝟏 = 𝟐 

    ⇔ 𝒙 − 𝟏 = 𝟒 

⇔ 𝒙 = 𝟓 

𝐒𝟏 = {𝟓} 

Cas 2 : 𝒙 ∈]𝟓; 𝟏𝟎[ 

(𝐄) ⇔ |√𝐱 − 𝟏 − 𝟐| + |√𝐱 − 𝟏 − 𝟑| = 𝟏 

   ⇔ √𝐱 − 𝟏 − 𝟐 − √𝐱 − 𝟏 + 𝟑 = 𝟏 

   ⇔ 𝟏 = 𝟏 

𝐒𝟐 =]𝟓; 𝟏𝟎[ 

Cas 1 : 𝒙 ∈ [𝟏𝟎; +∞[ 

(E) ⇔ 𝟐√𝒙 − 𝟏 − 𝟓 = 𝟏 

(E) ⇔ √𝒙 − 𝟏 = 𝟑 

(E) ⇔ 𝐱 = 𝟑 

𝑺𝟑 = {𝟏𝟎} 

Donc 𝐒 = 𝐒𝟏 ∪  𝐒𝟐 ∪  𝐒𝟑 = [𝟓; 𝟏𝟎] 

 

Exercice 02 

Pour tout entier naturel 𝒏 non nul on pose 

𝑺𝒏 = 𝟏 +
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟑
+ ⋯ +

𝟏

𝒏
 

1) Soit 𝒏 ∈ ℕ∗ , vérifier que 

 (∀𝒌 ∈ {𝟏; 𝟐; … . ; 𝐧}): 
𝟏

𝒏+𝒌
≥

𝟏

𝟐𝒏
 

2) Montrer que (∀𝒏 ∈ ℕ∗): 𝑺𝟐𝒏 − 𝑺𝒏 ≥
𝟏

𝟐
 

3) En déduire que (∀𝒏 ∈ ℕ∗): 𝑺𝟐𝒏 − 𝟏 ≥
𝒏

𝟐
 

4) Montrer que la proposition 

 (∃𝑴 ∈ ℝ)(∀𝒏 ∈ ℕ∗): 𝑺𝒏 ≤ 𝑴 est fausse 

Solution de l’exercice 2 

Pour tout entier naturel 𝒏 non nul on pose 

𝑺𝒏 = 𝟏 +
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟑
+ ⋯ +

𝟏

𝒏
 

1) Soit 𝒏 ∈ ℕ∗ , vérifier que 

 (∀𝒌 ∈ {𝟏; 𝟐; … . ; 𝐧}): 
𝟏

𝒏+𝒌
≥

𝟏

𝟐𝒏
 

Soit 𝒌 ∈ {𝟏 ; 𝟐 ; … .  ; 𝐧} 

On a 𝒌 ≤ 𝒏 

Donc 𝒏 + 𝒌 ≤ 𝒏 + 𝒏 

Donc 𝒏 + 𝒌 ≤ 𝟐𝒏 

Donc 
𝟏

𝒏+𝒌
≥

𝟏

𝟐𝒏
 

2) Montrer que (∀𝒏 ∈ ℕ∗): 𝑺𝟐𝒏 − 𝑺𝒏 ≥
𝟏

𝟐
 

Soit 𝒏 un entier naturel non nul,  

On a 𝑺𝒏 = 𝟏 +
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟑
+ ⋯ +

𝟏

𝒏
 et 

 𝑺𝟐𝒏 = 𝟏 +
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟑
+ ⋯ +

𝟏

𝒏
+

𝟏

𝒏+𝟏
+

𝟏

𝒏+𝟐
+ ⋯ +

𝟏

𝟐𝒏
 

Donc 𝑺𝟐𝒏 − 𝑺𝒏 =
𝟏

𝒏+𝟏
+

𝟏

𝒏+𝟐
+ ⋯ +

𝟏

𝟐𝒏
  

et puisque (∀𝒊 ∈ [ [𝟏; 𝒏] ])
𝟏

𝒏+𝒊
≥

𝟏

𝟐𝒏
.  

On obtient que : 

 𝑺𝟐𝒏 − 𝑺𝒏 = ∑𝒊=𝟏
𝒏  

𝟏

𝒏+𝒊
≥ ∑𝒊=𝟏

𝒏  
𝟏

𝟐𝒏
= 𝒏

𝟏

𝟐𝒏
=

𝟏

𝟐
 

Car ∑𝒊=𝟏
𝒏  𝟏 = 𝒏 

Donc (∀𝒏 ∈ ℕ∗): 𝑺𝟐𝒏 − 𝑺𝒏 ≥
𝟏

𝟐
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3)En déduire que (∀𝒏 ∈ ℕ∗): 𝑺𝟐𝒏 − 𝟏 ≥
𝒏

𝟐
 

On a : (∀𝒏 ∈ ℕ∗): 𝑺𝟐𝒏 − 𝑺𝒏 ≥
𝟏

𝟐
  donc : 

𝑺𝟐 − 𝑺𝟏 ≥
𝟏

𝟐
 

𝑺𝟒 − 𝑺𝟐 ≥
𝟏

𝟐
 

𝑺𝟖 − 𝑺𝟒 ≥
𝟏

𝟐
 

………….. 

𝑺𝟐𝒏 − 𝑺𝟐𝒏−𝟏 ≥
𝟏

𝟐
 

En sommant membre à membre ces inégalités 

on obtient alors   

𝑺𝟐𝒏 − 𝑺𝟏 ≥ ∑𝒊=𝟏
𝒏  

𝟏

𝟐
 

et comme 𝑺𝟏 = 𝟏et ∑𝒊=𝟏
𝒏  

𝟏

𝟐
=

𝒏

𝟐
  

On trouve (∀𝒏 ∈ ℕ∗): 𝑺𝟐𝒏 − 𝟏 ≥
𝒏

𝟐
. 

4) Montrer que la proposition 

 (∃𝑴 ∈ ℝ)(∀𝒏 ∈ ℕ∗): 𝑺𝒏 ≤ 𝑴 est fausse 

Supposons que la proposition 

 (∃𝑴 ∈ ℝ)(∀𝒏 ∈ ℕ∗)𝑺𝒏 ≤ 𝑴 est vraie.  

Soit alors 𝑴 un réel vérifiant  

(∀𝒏 ∈ ℕ∗)𝑺𝒏 ≤ 𝑴.  

De ce qui précède on déduit que 

 (∀𝒏 ∈ ℕ∗)𝑺𝟐𝒏 ≤ 𝑴 et par suite  

(∀𝒏 ∈ ℕ∗)
𝒏

𝟐
≤ 𝑴, 𝐝𝐨𝐧𝐜 (∀𝒏 ∈ ℕ∗)𝒏 ≤ 𝟐𝑴 ce qui 

est absurde, car il n'existe aucun réel 

supérieur ou égal à tous les entiers naturels. 

On en déduit s que la proposition  

(∃𝑴 ∈ ℝ)(∀𝒏 ∈ ℕ∗)𝑺𝒏 ≤ 𝑴 est fausse. 

Exercice 03 
Soient  𝒇   𝒆𝒕 𝒈  deux applications tels que :  
 𝒇: ℝ → ℝ            ;       𝒈: ]𝟏; +∞[→]𝟐; +∞[        

𝒙 ↦ 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝒙)    ;    𝐱 ↦ 𝐠(𝐱) =
𝟐𝒙+𝟏𝟎

𝒙−𝟏
        

1) Déterminer 𝒇−𝟏({
𝟏

𝟐
}) 

2) a) Montrer que  𝒇 n'est pas injective. 
     b) Montrer que  𝒇 n'est pas surjective 
3)  Montrer que  𝒈 est une bijection et 
déterminer sa bijection réciproque. 

4) Soit l’ensemble 𝑨 = {𝒏 ∈ ℕ  /
𝟐𝒏+𝟏𝟎

𝒏−𝟏
∈ ℕ} , 

écrire l’ensemble A en extension 

Solution de l’exercice 3 

Soient  𝒇   𝒆𝒕 𝒈  deux applications tels que :  

 𝒇: ℝ → ℝ            ;       𝒈: [𝟏; +∞[→ [𝟐; +∞[        

𝒙 ↦ 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝒙)    ;    𝐱 ↦ 𝐠(𝐱) =
𝟐𝒙+𝟏𝟎

𝒙−𝟏
        

1) Déterminer 𝒇−𝟏({
𝟏

𝟐
}) 

𝐱 ∈ 𝒇
−𝟏

({
𝟏
𝟐

}) ⇔ 𝒇(𝐱) ∈ {
𝟏
𝟐

} 

                             ⇔ 𝒄𝒐𝒔(𝒙) =
𝟏
𝟐

 

                      ⇔  𝒄𝒐𝒔(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟑
) 

⇔ 𝒙 =
𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 ;  𝒌 ∈ ℤ  𝒐𝒖   𝒙 = −

𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅  ;  𝒌 ∈ ℤ  

Donc : 

 𝒇−𝟏 ({
𝟏

𝟐
}) = {

𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅;  𝒌 ∈ ℤ} ∪ {−

𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅  ;  𝒌 ∈ ℤ } 

2) a) Montrer que  𝒇 n'est pas injective. 

On a : 𝒇 (
𝝅

𝟑
) = 𝒇 (−

𝝅

𝟑
)   𝒆𝒕  

𝝅

𝟑
≠ −

𝝅

𝟑
 

Donc 𝒇 n'est pas injective 

     b) Montrer que  𝒇 n'est pas surjective 

On a (∀𝒙 ∈ ℝ) : − 𝟏 ≤  𝒄𝒐𝒔(𝒙) ≤ 𝟏 

Par exemple le nombre 2 n’a pas 

d’antécédant par l’application f 

Donc 𝒇 n'est pas surjective 

3) Montrer que  𝒈 est une bijection et 

déterminer sa bijection réciproque. 

𝒈: ]𝟏; +∞[→]𝟐; +∞[        

  𝐱 ↦ 𝐠(𝐱) =
𝟐𝒙 + 𝟏𝟎

𝒙 − 𝟏
= 𝟐 +

𝟏𝟐

𝒙 − 𝟏
 

Soit 𝐲 ∈]𝟐; +∞[   

Montrons que l’équation  𝒇(𝒙) = 𝒚  admet 

une unique solution dans ]𝟏; +∞[ 

𝒇(𝒙) = 𝒚 ⇔
𝟐𝒙 + 𝟏𝟎

𝒙 − 𝟏
= 𝒚 

                 ⇔ 𝟐𝒙 + 𝟏𝟎 = 𝒚(𝒙 − 𝟏) 

                 ⇔ 𝒙(𝟐 − 𝒚) = −𝟏𝟎 − 𝒚 

                ⇔ 𝒙(𝒚 − 𝟐) = 𝒚 + 𝟏𝟎 

               ⇔ {

𝒚 ≠ 𝟐

𝒙 =
𝒚 + 𝟏𝟎

𝒚 − 𝟐

 

Donc : 𝒈−𝟏: ]𝟐; +∞[→]𝟏; +∞[        

              𝐱 ↦ 𝒈−𝟏(𝐱) =
𝒙 + 𝟏𝟎

𝒙 − 𝟐
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4) Soit l’ensemble 𝑨 = {𝒏 ∈ ℕ  /
𝟐𝒏+𝟏𝟎

𝒏−𝟏
∈ ℕ} , 

écrire l’ensemble A en extension 

Remarquer que : 
𝟐𝒏+𝟏𝟎

𝒏−𝟏
=

𝟐(𝒏−𝟏)+𝟐+𝟏𝟎

𝒏−𝟏
= 𝟐 +

𝟏𝟐

𝒏−𝟏
 

𝐧 ∈ 𝑨 ⇔ 𝒏 ∈ ℕ  /
𝟐𝒏 + 𝟏𝟎

𝒏 − 𝟏
∈ ℕ 

             ⇔ 𝒏 ∈ ℕ  /𝟐 +
𝟏𝟐

𝒏 − 𝟏
∈ ℕ 

          ⇔ 𝒏 ∈ ℕ  /
𝟏𝟐

𝒏 − 𝟏
∈ ℕ 

      ⇔ 𝒏 ∈ ℕ  𝐞𝐭 𝐧 − 𝟏 𝐝𝐢𝐯𝐢𝐬𝐞 𝟏𝟐 

      ⇔ 𝒏 ∈ ℕ  𝐞𝐭 𝐧 − 𝟏 ∈  {𝟏; 𝟐; 𝟑; 𝟒; 𝟔; 𝟏𝟐} 

    ⇔ 𝒏 ∈ ℕ  𝐞𝐭 𝐧 ∈  {𝟐; 𝟑; 𝟒; 𝟓; 𝟕; 𝟏𝟑} 

Donc 𝑨 = {𝟐; 𝟑; 𝟒; 𝟓; 𝟕; 𝟏𝟑} 

Exercice 05 

Soient 𝑨, 𝑩 et 𝑪 les trois ensembles : 

𝑨 = {
𝟐𝝅

𝟑
+

𝟐𝒌𝝅

𝒌
∈ ℤ}    ;   𝑩 = {

𝟓𝝅

𝟑
+

𝟐𝒌𝝅

𝒌
∈ ℤ} 

𝐞𝐭 𝑪 = {𝒙 + 𝒚√𝟐/(𝒙; 𝒚) ∈ ℤ × ℤ et 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 = 𝟏}  

1) Montrer que : 𝑨 ∩ 𝑩 = 𝝓 

2) a) Montrer que √𝟐 ∉ ℚ 

      b) Montrer que : 𝑬 ≠ 𝝓 et que : 𝟎 ∉ 𝑬. 

3) Soient 𝒂 et 𝒃 deux éléments de 𝑬.  

      Montrer que  
𝟏

𝒂
∈ 𝑬 et 𝒂𝒃 ∈ 𝑬.Ex 

Solution de l’exercice 5 

Soient 𝑨, 𝑩 et 𝑪 les trois ensembles : 

𝑨 = {
𝟐𝝅

𝟑
+

𝟐𝒌𝝅

𝒌
∈ ℤ}    ;   𝑩 = {

𝟓𝝅

𝟑
+

𝟐𝒌𝝅

𝒌
∈ ℤ} 

𝐞𝐭 𝑪 = {𝒙 + 𝒚√𝟐/(𝒙; 𝒚) ∈ ℤ × ℤ et 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 = 𝟏}  

1) Montrer que : 𝑨 ∩ 𝑩 = 𝝓 

Supposons que 𝑨 ∩ 𝑩 ≠ 𝝓 

On a : 𝒙 ∈ 𝑨 ∩ 𝑩 ⇒ 𝒙 ∈ 𝑨 et 𝒙 ∈ 𝑩 

⇒ (∃𝒌 ∈ ℤ)/𝒙 =
𝟐𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 et (∃𝒌′ ∈ ℤ)/𝒙 =

𝟓𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌′𝝅 

⇒ (∃(𝒌; 𝒌′) ∈ ℤ𝟐)/
𝟐𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 =

𝟓𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌′𝝅 

⇒ (∃(𝒌; 𝒌′) ∈ ℤ𝟐)/𝒌 − 𝒌′ =
𝟏

𝟐
 

Et on a𝒌 ∈ ℤ et 𝒌′ ∈ ℤ donc (𝒌 − 𝒌′) ∈ ℤ et  
𝟏

𝟐
∉ ℤ. 

Donc la dernière proportion est fausse, ce qui 

veut dire qu'il n'existe aucun nombre réel qui 

appartient à l'ensemble 𝑨 ∩ 𝑩 d'où : 𝑨 ∩ 𝑩 = 𝝓. 

2) a) Montrer que √𝟐 ∉ ℚ 

Supposons que  √𝟐 ∈ ℚ    

𝐃𝐨𝐧𝐜   √𝟐 =
𝒑

𝒒
   𝒂𝒗𝒆𝒄  𝒑 ∈ ℕ   𝒆𝒕  𝒒

∈ ℕ∗  𝒅𝒆 𝒑𝒍𝒖𝒔 𝒑𝒈𝒄𝒅(𝒑; 𝒒) = 𝟏 

√𝟐 =
𝒑

𝒒
  ⇒ √𝟐

𝟐
=

𝒑𝟐

𝒒𝟐
 ⇒    𝒑𝟐 = 𝟐𝒒𝟐 

                 ⇒ 𝒑𝟐 𝒆𝒔𝒕 𝒑𝒂𝒊𝒓 ⇒ 𝒑 𝒆𝒔𝒕 𝒑𝒂𝒊𝒓  

              ⇒ 𝒑 = 𝟐𝒌 ;  𝒌 ∈ ℕ   

             ⇒ 𝒑𝟐 = 𝟒𝒌𝟐 ;  𝒌 ∈ ℕ  𝒆𝒕  𝒑𝟐 = 𝟐𝒒𝟐     

            ⇒  𝟒𝒌𝟐 = 𝟐𝒒𝟐 ⇒  𝒒𝟐 =  𝟐𝒌𝟐 

              ⇒ 𝒒𝟐 𝒆𝒔𝒕 𝒑𝒂𝒊𝒓 ⇒ 𝒒 𝒆𝒔𝒕 𝒑𝒂𝒊𝒓  

Donc p est pair et q est pair ce qui est 

absurde car 𝒑 ∧ 𝒒 = 𝟏 

D’où √𝟐 ∉ ℚ    

      b) Montrer que : 𝑬 ≠ 𝝓 et que : 𝟎 ∉ 𝑬. 

Montrons que : 𝑬 ≠ 𝝓 

On a : 𝟏 ∈ 𝑬 pour 𝒙 = 𝟏 et 𝒚 = 𝟎 

Car (𝟏; 𝟎) ∈ ℤ × ℤ et (𝟏)𝟐 − 𝟐(𝟎)𝟐 = 𝟏,  

Donc : 𝑬 ≠ 𝝓 

Montrons que : 𝟎 ∉ E en utilisant le 

raisonnement par l'absurde. 

Supposons que : 𝟎 ∈ 𝑬 

On a : 𝟎 ∈ 𝑬 ⟺ ∃(𝒙; 𝒚) ∈ ℤ × ℤ/𝒙 + 𝒚√𝟐 = 𝟎 

et 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 = 𝟏 

Si 𝒚 = 𝟎 alors : 𝒙 = 𝟎 car : 𝒙 + 𝒚√𝟐 = 𝟎,  

Donc la condition 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 = 𝟏 n'est pas 

vérifiée. 

Si 𝒚 ≠ 𝟎 alors : 
𝒙

𝒚
= −√𝟐 et cela est 

impossible car 
𝒙

𝒚
∈ ℚ et −√𝟐 ∉ ℚ  

Donc dans les deux cas, il n'existe aucun 

couple (𝒙; 𝒚) de ℤ × ℤ qui vérifie : 

 𝒙 + 𝒚√𝟐 = 𝟎 et 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 = 𝟏  

D'où : 𝟎 ∉ 𝑬 
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3) Soient 𝒂 et 𝒃 deux éléments de 𝑬.  

      Montrer que  
𝟏

𝒂
∈ 𝑬 et 𝒂𝒃 ∈ 𝑬 

Soit 𝒂 et 𝒃 deux éléments de 𝑬 tels que : 

 𝒂 = 𝒙 + 𝒚√𝟐 et 𝒃 = 𝒙′ + 𝒚′√𝟐 et 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 = 𝟏 et 

𝒙′𝟐 − 𝟐𝒚′𝟐 = 𝟏  

avec : (𝒙; 𝒚) ∈ ℤ × ℤ et (𝒙′; 𝒚′) ∈ ℤ × ℤ. 

𝑶𝒏 𝒂 ∶  
𝟏

𝒂
=

𝟏

𝒙 + 𝒚√𝟐
=

𝒙 − 𝒚√𝟐

(𝒙 + 𝒚√𝟐)(𝒙 − 𝒚√𝟐)
 

=
𝒙 − 𝒚√𝟐

𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐
= 𝒙 − 𝒚√𝟐 ( car: 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 = 𝟏) 

En posant : 𝒙𝟏 = 𝒙 et 𝒚𝟏 = −𝒚,  

On a : 
𝟏

𝒂
= 𝒙𝟏 + 𝒚𝟏√𝟐 avec (𝒙𝟏; 𝒚𝟏) ∈ ℤ × ℤ 

et 𝒙𝟏
𝟐 − 𝟐𝒚𝟏

𝟐 = 𝒙𝟐 − 𝟐(−𝒚)𝟐 = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 = 𝟏  

Donc : 
𝟏

𝒂
∈ 𝑬 

𝑶𝒏 𝒂 ∶  𝒂. 𝒃 = (𝒙 + 𝒚√𝟐)(𝒙′ + 𝒚′√𝟐) 

= 𝒙𝒙′ + 𝒙𝒚′√𝟐 + 𝒙′𝒚√𝟐 + 𝟐𝒚𝒚′ 

= (𝒙𝒙′ + 𝟐𝒚𝒚′) + (𝒙𝒚′ + 𝒙′𝒚)√𝟐 

Puisque : (𝒙𝒙′ + 𝟐𝒚𝒚′ ; 𝒙𝒚′ + 𝒙′𝒚) ∈ ℤ × ℤ 

𝑬𝒕 ∶  (𝒙𝒙′ + 𝟐𝒚𝒚′)𝟐 − 𝟐(𝒙𝒚′ + 𝒙′𝒚)𝟐 = 

𝒙𝟐𝒙′𝟐 + 𝟒𝒙𝒙′𝒚𝒚′ + 𝟒𝒚𝟐𝒚′𝟐 − 𝟐𝒙𝟐𝒚′𝟐 − 𝟒𝒙𝒙′𝒚𝒚′ − 𝟐𝒙′𝟐𝒚𝟐 

= 𝒙𝟐(𝒙′𝟐 − 𝟐𝒚′𝟐) − 𝟐𝒚𝟐(𝒙′𝟐 − 𝟐𝒚′𝟐) 

   = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 = 𝟏 

Donc : 𝒂. 𝒃 ∈ 𝑬 
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