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Exercic 01 Exercic 05
On consideére la fonction f définie sur |0 ; +oo[par; Soit n € N*; on consideére la fonction f,:[0; 1] — R , définie par

1 X — i
) — aractan ( ) fa(x) = x"sin(mx)
x+1 1)Montrer qu’il existe un unique «, € ]10,1[ tel que f,'(a,) =0
1) Montrer que f est dérivable sur |0 ; +oo[ puis calculer f'(x) ()™
2) Calculer f(1) puis déduire que

2)Montrer que f,(a,) = —-m—— cos( a,)
(Vx €]0; +oo[) ; arctan (ﬁ) = aractan (L) — aractan (%)

1
f(x) = arctan (—) + aractan (
2x2

n
3)Calculer lim f,(a,)
x+1 n—+o

n Exercic 06

1
3)On pose: S, = kz_l aractan (m)

Montrer que S,, = aractan (L) , puis calculer lim S,
n+1 n—+oo

f une fonction définie surl = [1;+oo| par:f(x) =1+ %
et (U,) une suite telque U, =2 et (vne€IN):U,,, =f(U,)
1) Montrer que f(x) = x admet une solution unique a € |1; 2|
2) Montrer que : (Vx € [1; +o[): |f'(X)| < %

3) a) Montrer que (Vn€IN):1 < U, <2

Exercic 02
1) fla fonction définie sur [0; 27] par; f(x) = sin(x) + cos(x)
Montrer que f ‘s’annule au moins une fois sur l'intervalle ]0; 27|
2) glafonction définie sur IR par; g(x) = x(x — 1)(x + 2)(x — 3)
Montrer que I’équation g'(x) = 0 admet trois solutions dans IR

b) Montrer que: (Vn € N); |u,, — a] < %Iun -—a

c) Déterminer lim u,

= n—+oo
Exercic 03 :
: — Exercic 07
fet g deux fonctions dérivables sur [0; +ool tel qui '? (0) ,(_)f 0)=0 Soit fla fonction définie sur I = [0, +oo[ par: f(x) = 3¥x+1—x
Soit x € [0; +oo[~ ; montrer que : (3c € ]0; x[ ): % = ; ,(z) 1) Calculer lilP f(x) puis étudier le sens des variations de f
X—+o00

Exercic 04 2) Montrer que I'équation f(x) = x admet une solution unique

1) Soienta etb deuxréeltelsque 0 <a<b a dans l'intervalle |2, 3|
b=a _ rctan a — arctan b < =% 3) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie

Montrer que
9 1+b2 — 1+a?

2) Montrer que (Vx €]0;+oo[): 1;2 <arctanx < x sur un intervalle J a déterminer r?
—_ b) Montrer que f~1 est dérivable en a et (f~1)'(a) = —
3) Montrer que (Vx € [0; +o[): el P ) ] 9-4a?
2 4)a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique
4) Montrer que (Vx€[0;+x[): 1—-x<cosx—1<x+1 B dans l'intervalle € |5, 6
5) Montrer que (Vx € [0;+x[): sinx <x ' xp?
b) Montrer que pour tout x dans |—;0[ona: f 1(x) < P + B

2
6) Montrer que (Vx€ [0;+o[): 1— x? <cosx
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Exercic 01
On consideére la fonction f définie sur |0 ; +oo[par;

f(x) = arctan ( ) + aractan( 1) — aractan (L)
x x+1

1) Montrer que f est dérivable sur |0 ; +oo[ puis calculer f'(x)
2)Calculer f(1) puis déduire que

(vx €]0; +oo[) ; arctan (ﬁ) = aractan (ﬁ) — aractan (%)
3) On pose:

n

1
= Z aractan <2 k2>

=1

Montrer que S, = aractan (n ) puis calculer lim S,

X—+00

Solution
1) Montrons que f est dérivable sur |0 ; +oo[ puis calculer f'(x)
Les fonctions rationnelles x — 12 HP o X1 et x » — sont
2x X x+1
dérivables sur |0 ; + o[ donc la fonction f est dérivable sur |0 ; +oo[
comme sommes des fonctions dérivables sur |0 ; +oo|

Soit x € ]0 ;oo

-2 1 1
f’(): ﬁ x_2 _ (x+1)2
) ) e
£ = —4x 1 1

4x* + 1 x2+(x—1)2 22+ (1 +x)2

F(x) = —4x x>+ (x+1)?%—[x*+ (x—-1)?%]
4x*+ 1 [x2+ xX—1)2] [x2+ (1 +x)?]

, —4x 4x

P = 1 a1

Donc (VX €]0;+)f'(x) =0

2 Bac SM
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2)Calculer f(1) puis déduire que

(Vx €]0; +[) ;arctan (i) — aractan (%) _ aractan (%)

f(1) = arctan( ) + aractan(0) — aractan( ) 0
eton a f est constante sur |0 ; +oo[ car (Vx € ]0;+o) f'(x) =0
Donc (Vx € ]0;4+) f(x) =f(1) =0

1 X x—1
Donc(Vx € |0 ; +oo[) arctan (—2) = aractan (m) — aractan (T)
3) On pose: S,, = ), aractan (2 12)

n

1
S, = aractan ( > kz)

n
z aractan (
k=

1
n

z aractan (k 1)

k= =

-1

n
Zl aractan (k 1) z aractan (p f_ 1) ,onposep=k—1
n

p=0
n—
aractan + aractan — aractan aractan
aracan () aractn 1) - aracan () S aracan )
= p=

n ) ¢ ( 0 )
— ar n
nt+ 1) Ao

n
n+1)

k-1
k

1) — aractan ( ) ; d'aprés 2)

==

=n

k—1)
k

M

aractan (

[y
&
[y

s

n-1

=

= aractan (

S, = aractan(

n
lim S, = lim aractan( )
x—+00 x—+00 n+1
. . 1 . 1
lim S, = lim aractan (1 - —) car lim —=20
x—>+00 x—+00 n+1 x—+4ocon+1

lim S, = aractan(1) =

X—+o00

I
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Exercice 02 Soit x € [0; +oo[** ; Considérons la fonction h définie sur [0; x]

1)f la fonction définie sur [0; 2] par; f(x) = sin(x) + cos(x) par: h(t) = f()g(x) — gt)f(x)
Montrer que f ‘s’annule au moins une fois sur l'intervalle ]0; 27| e On ah est continue et dérivable sur[0; x] comme somme de
2) g la fonction définie sur IR par; g(x) = x(x — 1)(x + 2)(x — 3) deux fonctions continue sur [0; x]
Montrer que I'équation g'(x) = 0 admet trois solutions dans IR deplus h'(t) = f'(t)g(x) — g’ () f (x)
Solution : e Etona h(x) =h(0)=0;car g(0)=f(0)=0
1)On a f est continue sur I'intervalle [0; 27r] comme somme de deux |Donc d’aprés théoreme de ROLLEona: (3c € ]0;x[): h'(c) =0
fonctions continue sur [0; 2] Doncona:(3ce]0;x[): f'(c)glx) —g'(c)f(x) =0
e festdérivable sur lI'intervalle ]0; 27| comme somme de deux e (Ice]0o;x[): fl(co)gx) =g (c)f(x)

fonctions dérivable sur |0; 27| ; Etona: f(0) = f(2m) =1 e (3ce]0;x[): % _ ;‘:E;))
Donc d’apres théoréme de ROLLEona: (3c € ]a;b[): f'(c) =0 ——

Donc f ‘s’annule au moins une fois sur I'intervalle |0; 27| . .

1) Soienta etb deuxréeltelsque 0 <a<b
2) g est continue et dérivable IRet g(—2) = g(0) = g(1) = g(3) . b—a
Montrer que _—- <arctanb —arctana < —;

Donc d’apres théoréme de ROLLEona: (3¢, €]-2;0[): g'(c) =0

X

2) Montrer que (Vx € ]0;+oo[): <arctanx < x

et (3c,€]0;1[): g'(c)=0 1+x2 =
et (3c3€]1;3[): g'(c)=0 3) Montrer que (Vx € ]0;+[): x+x1_1 < %
Exercic 03 4) Montrerque (Vx€[0;4+xo[): 1—-x<cosx—1<x+1

f et g deux fonctions dérivables sur [0; +oo[ tel que g(0) = f(0) =0 5) Montrer que (VX € [0;+x[): sinx < x

..... @ . f’(C)

0 N 2
Soit x € [0; +-oo[ ; montrer que : (3c € ]0; x[ ): 90 5 6) Montrer que (Vx€[0;+x[): 1— x? <cosx

Solution :

f&x) _f©
gx) g'(o

< f(x)g'(c) — gx)f'(c)
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Solution : Soitx € [0 ; +oo[
1) Soient a etb deux réel telsque 0 <a<b Par application de T.A.F la fonctionf sur[0;x] c [0;+>[ona:
(3ce]0;x[): fx)—f(0) =(x—-0)f(c)
X
1+¢2
f(x) = arctant celox[=>1<1+c%2<1+x?

Montrons qu

Considérons la fonction f définie sur IR par (3c€]0;x[): arctanx =

fest dérivable surIRetona:(Vx € IR): f'(x) = Tltz - 1 < 1 <1
icati ) - 1+x%2 1+c?
Par application de T.A.F ala fonction f sur [a; b] X x

(3c €la;b[): f(b)—f(a) = (b—a) f'(c) =i aS1rzs¥ ; (Carx20)

. . . _ — (ph — = <arctanx < x
Donc: (3c €la;b[): arctan b — arctana = (b — a) ><1_|_C2 1+ 2

Vx+1-1

c € la;b[ = a* < ¢* < b? 3) Montrer que (VX €]0;+00)): ——< %

2 2 2
=1+a”"<1+c"<1+b Considérons la fonction f définie sur]—1 ; +oo[ par:

1 1 1
< =4/ 1
TI1rE 1+ 1t fl) =Va+
—a 1 b—a fest dérivable surIRetona:(Vx € |]-1;+[):
<(b-a) X < Car b—a=0
1= D XrasyyglGrb-az0 ey — L
f(x) =

b— - - <b—a 2Vx +1
t arctan a
1 bz_arcan 1 + a?

2) Montrer que (Vx € ]0;+oo[): 1:;2 <

Considérons la fonction f définie sur IR par:
f(x) = arctant

f est dérivable sur IRetona:

(Vx €IR):f'() = 757
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Soitx € [—1; 4o

Par application de T.A.F a la fonction f sur [0;x] c |-1;+[ona

f(x) —£(0) )
(Ice]ox[): ——————= f'(c)
x—0
vx+1-1 1
Donc: (3ce |0;x]): =
(Feeloix: == 2Ve+ 1
celg;x[>1<1+c=1<+V1+c
1 <1 1 <1
- — —_ < =
v1i+c 2V1+c¢ 2
vx+1—-1 1
G g
X 2
vx+1-1 1
Donc : (Vx € ]0; +o]); T<E

4) Montrer que (VX€[0;+»[): 1—x<cosx—1<x+1
Considérons la fonction f définie sur IR par: f(x) = cos x

f est dérivable sur IRetona:(Vx € IR): f'(x) = —sin x

Soitx € [0; oo

Par application de T.A.F la fonction f sur[0;x] c [0;+x[ona:

(3c€]0;x[): f(x)—f(0)=(x—0)f(c)
(Ac€]0O;x[): cosx—1=—xsinc
celo;x[=>-1<-sinc <1
= —x<—xsinc<x
= —x<cosx—1<x

= 1—-x<cosx<x+1

5) Montrer que (VX € [0;+x[): sinx <x
Considérons la fonction f définie sur IR par:
f(x) =sint
f est dérivable surIRetona:
(Vvx €eIR):f'(x) =cost
Soitx € [0; + oo
Par application de T.A.F la fonction f sur [0;x] c [0;+x[ona:
(3c€]0;x[): f(x)—f(0) = (x—0) f'(c)
(3c€]0;x[): sinx=xcosc
celo;x[ = cosc <1
= xsinc<x
= sinx<x

2
6) Montrer que (Vx€[0;+o[): 1 — x; <cosx

Considérons la fonction f définie sur IR par
2

t
fx) = cost+E— 1
fest dérivable surIRetona:(Vx €IR): f'(x) = —sint+t
Soitx € [0; oo
Par application de T.A.F la fonction f sur [0;x] c [0;+x[ona:

(Fce]o;x[): f(x)—f(0) =(x—0) f'(c)
2
(3ce€]o;x[): cosx+x?—1 =x(c—sinc)

On a d’apres la question4) ; (Vx € [0;+x[): sinx < x
Donc: sinc <c
Donc: 0 <c-sinc
Donc: 0 <x(c—sinc) ;car x€|[0;+oo|
2
x
Donc: 0 < cosx+?—1
2
X
D'ou: (VX € [0;+0o0[): 1-— > <cosx
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Exercic 05 (ay)™*1

2)Montrons que f,(a,) = —m-—— cos(may,)

Soit n € N* ; on considére la fonction f,: [0; 1] — R , définie par

fn(x) = x™sin(mx) fn' () = nx" sin(mx) + mx"cos(mx)

1)Montrer qu’il existe un unique a, € ]0,1[ tel que f,'(a,) =0 = x" n sin(nmx) +  x cos(mx)]
(an)n+1
2)Montrer que f,(a,) = T cos( a,,) f(a,) = 0 & (a,)" [n sin(ra,) + 7 a, cos(wa,)] = 0

3)Calculer nl_l>lPoo fuletn) & nsin(na,) + w a, cos(nta,) = 0 ( car a,, # 0)

Solution : a
s sin(na,) = -t — cos(na,,)
1)En utilisant théoréme de ROLLE Montrons qu’il existe un unique n
! — n+1
a, €10,1[ tel que f,'(a,) =0 o (a,)"sin(ra,) = -7 (an) cos(ma,)
On la fonction x — x~ est continue sur [0 ;1]
. n n+1
Et on la fonction x — sin(x)* est continue sur IR Doncona: f,(x) = x"sin(nx) = —x % cos(may,)
Don la fonction x ~ sin(mwx)~ est continue sur [0 ;1] il
. . 3) Ifu ()| = |- “2— cos(ma,)
Et On a la fonction x » X" est continue sur [0;1] n

) . a1 . . . -
D’ou f, est continue sur [0 ; 1] ; (Produit des fonctions continues) =2 (@)™ cos(a,)]

fn estdérivable sur]0,1[;
L

De plus £,,(0) = f,(1) = 0 <
n

D’apres théoreme de ROLLEon a:

(3a, €]10;1]): f'(a,) =0 Car |(a,)"*!| <1 et|cos(ma,)| <1

Donc |f,(x)| <= etona lim == 0
n n—o+oon

donc lim f,(a,) =0
n—+o
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Exercice 06

X
et (U,) une suite telque Uy, =2 et (Vvne€IN):U, 4 =\/;(Un)
1) Montrer que I'équa f(x) = x admet une solution unique o € |1; 2|
2) Montrer que : (Vx € [1; +oo[): |[f'(X)| < %
3) a) Montrer que (Vn€IN):1< U, <2
b) Montrer que: (Vn € N); |u, 4

fune fonction définie surl = [1;+oo[ par:f(x) =1+

1
—alszlun—a

c) Déterminer lim u,

n-—->+oo

Solution:

1)Considérons la fonction g tel que ; g(x) = f(x) — x

e g est continue sur [1; 2] car c’est une somme de deux fonctions
continue sur [1; 2]

e g estdérivable sur I'intervalle |1; 2[car c’est une somme de deux

fonctions dérivable sur |1; 2|
1

et(vxe€1;2]): g =fE-1=-25—1=
Donc g est strictement décroissante sur |1; 2|
D’ou g est une bijection de |1; 2[ vers

g(1;2D = 1g@; e[ = |-1+ ;1]

Et comme 0 € g(]1;2[)

Donc il existe une solution unique « € ]1; 2[tel que g(a) =0
c-a-d il existe une solution unique a € |1; 2[ tel que f(a) = «
2) Ona (Vx € [1;4+x[): |[ffx)| = #

1 1 1 1 1] 1
—_ < = < - < =
et ﬂzx ) — |f (X)l =3

2x ~ 2
3) a)Montrons par récurrence que (Vvn €IN):1< U, <2
e Pourn=0ona: 1< Uy;=2<2 doncPVpourn=0

-1<0

Zx\/—

1

Corrigées de série 03 : Dérivabilité ; 2 BacSM

Page 06 I!

2 etmontronsque 1< U, 4 <2

e Soit n €IN
Supposonsque 1 < U, <

f est dérivable sur |1;2[ et (vx € |1;2[): f'(x) = — e <0
Donc f est strictement décroissante sur [1; 2] donc
1< U,<2 =f2)< f(U) <f(1) >1+—=<uy, <2

\/_
= 1<u,,1 <2 (car 1<1+—~ )

e Donc (VneIN):1<u,<2

b) Montrons que: (Vn € N); |u,,; — al < % lu,, — of

Ona festcontinue sur [1;2]eton a festdérivable sur |1;2]

etona (vx € |1;2]): [f(X)| < %

On applique I'inégalité d’accroissement fini entre u, et a

car (vn€IN); U,€]1;2[ et a€]1;2[ Ontrouve

V3
|f(un) - f(“)' < ? |un - al ) Donc |un+1 |un - al

2

n
c)Montrons que: (Vn € N); |u, — al < G) lug — «of

Ona: (VneN);|lu,;—af < %hln — «f

> Pourn=0ona: |u; —qof S%Iuo—al

> Pourn=1ona: |u, —qf S%Iu1—a|

» Pourn-2ona: |u, ; —al < % lu,_, — af
> Pourn-lona: |u,—al < % lu,_; — of

On multiplie les inégalités terme a terme on trouve
1 n
> |u, —al < (E) lug — «of
1 n
Ona (vn € N); |u, — a] < (—) lug

Donc llm lu, —a| =0;dou lim u, =«
n—-+oo

—ajetona lim

n—-+oo

@ -o




