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Exercic 05 

Soit 𝒏 ∈ ℕ∗ ; on considère la fonction 𝒇𝒏: [𝟎; 𝟏] ⟶ ℝ  , définie par 

𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙𝒏𝒔𝒊𝒏(𝝅𝒙) 

1)Montrer qu’il existe un unique  𝜶𝒏 ∈ ]𝟎, 𝟏[ tel que  𝒇𝒏′(𝜶𝒏) = 𝟎 

2)Montrer que  𝒇𝒏(𝜶𝒏) = −𝝅
(𝜶𝒏)𝒏+𝟏

𝒏
 𝒄𝒐𝒔( 𝝅𝜶𝒏) 

3)Calculer   𝐥𝐢𝐦
𝒏⟶+∞

𝒇𝒏(𝜶𝒏) 

Exercic 06 

f une fonction définie  sur 𝐈 =  [𝟏; +∞[ par : 𝐟(𝐱) = 𝟏 +
𝟏

√𝐱
 

et  (𝐔𝐧) une suite tel que   𝐔𝟎 = 𝟐   et  (∀𝐧 ∈ 𝐈𝐍): 𝐔𝐧+𝟏 = 𝐟(𝐔𝐧 ) 

1) Montrer que 𝐟(𝐱) = 𝐱 admet une solution unique 𝛂 ∈ ]𝟏; 𝟐[ 

2) Montrer que : (∀𝐱 ∈ [𝟏; +∞[):  |𝐟′(𝐱)| ≤
𝟏

𝟐
 

3) a) Montrer que  (∀𝐧 ∈ 𝐈𝐍): 𝟏 ≤  𝐔𝐧 ≤ 𝟐 

      b) Montrer que : (∀𝐧 ∈ ℕ); |𝐮𝐧+𝟏 − 𝛂| ≤
𝟏

𝟐
|𝐮𝐧 − 𝛂| 

      c) Déterminer  𝐥𝐢𝐦
𝐧→+∞

𝐮𝐧 

Exercic 07  

Soit f la fonction définie sur 𝑰 = [𝟎, +∞[ par :  𝐟(𝐱) = 𝟑√𝐱 + 𝟏
𝟑

− 𝐱 

1) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝒇(𝒙)  puis étudier le sens des variations de f 

2)  Montrer que l’équation   𝐟(𝐱) = 𝐱 admet une solution unique  

𝜶 dans l’intervalle ]𝟐, 𝟑[ 

3) a) Montrer que f  admet une fonction réciproque 𝐟−𝟏 définie 

sur un intervalle J a déterminer  

    b) Montrer que 𝐟−𝟏  est dérivable en 𝛂 et  (𝐟−𝟏)′(𝛂) =
𝟒𝛂𝟐

𝟗−𝟒𝛂𝟐
 

4)a) Montrer que l’équation   𝐟(𝐱) = 𝟎 admet une solution unique  

𝜷  dans l’intervalle ∈ ]𝟓, 𝟔[ 

    b) Montrer que pour tout x dans ]−∞; 𝟎[ on a : 𝐟−𝟏(𝐱) <
𝐱𝛃𝟐

𝟗−𝛃𝟐
+ 𝜷 

Exercic 01  

On considère la fonction f définie sur ]𝟎 ; +∞[par ; 

𝐟(𝐱) = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝟐𝒙𝟐
) + 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐱 − 𝟏

𝒙
) − 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐱

𝒙 + 𝟏
) 

1) Montrer que f est dérivable sur ]𝟎 ; +∞[ puis calculer 𝐟′(𝐱) 

2) Calculer f(1) puis déduire que 

  (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) ; 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝟐𝒙𝟐
) = 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐱

𝒙+𝟏
) − 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐱−𝟏

𝒙
) 

𝟑) 𝐎𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞 : 𝑺𝒏 = ∑ 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝟐 𝒌𝟐
)

𝒏

𝒌=𝟏

  

  Montrer que 𝑺𝒏 = 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝐧

𝒏+𝟏
) , puis calculer 𝐥𝐢𝐦

𝒏⟶+∞
𝑺𝒏  

Exercic 02 

1) f la fonction définie sur [𝟎; 𝟐𝝅]  par ; 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏(𝒙) + 𝒄𝒐𝒔(𝒙) 

Montrer que f ‘s’annule au moins une fois sur l’intervalle ]𝟎; 𝟐𝝅[ 

2)  g la fonction définie sur IR par ; 𝒈(𝒙) = 𝒙(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟐)(𝒙 − 𝟑) 

Montrer que l’équation  𝒈′(𝒙) = 𝟎 admet trois solutions dans IR 

Exercic 03 

f et g deux fonctions dérivables sur [𝟎; +∞[,tel que 𝒈(𝟎) = 𝒇(𝟎) = 𝟎 

Soit  𝒙 ∈ [𝟎; +∞[⬚ ; montrer que :  ( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):  
𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
=

𝒇′(𝒄)

𝒈′(𝒄)
 

Exercic 04 

1) Soient a et b deux réel tels que  𝟎 ≤ 𝐚 ≤ 𝐛 

Montrer que   
𝒃−𝒂

𝟏+𝒃𝟐
≤ 𝐚𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒂 − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒃 ≤

𝒃−𝒂

𝟏+𝒂𝟐
 

2)  Montrer que   (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) :   
𝒙

𝟏+𝒙𝟐
≤ 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒙 ≤ 𝒙 

3) Montrer que   (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) :  
√𝒙+𝟏−𝟏

𝒙
<

𝟏

𝟐
 

4) Montrer que   (∀𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[) :   𝟏 − 𝒙 ≤ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏 ≤ 𝒙 + 𝟏 

5)  Montrer que   (∀𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[) :  𝒔𝒊𝒏 𝒙 ≤ 𝒙 

6)   Montrer que   (∀𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[) :  𝟏 −
𝒙𝟐

𝟐
≤ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 
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2)Calculer f(1) puis déduire que 

  (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) ; 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝟐𝒙𝟐
) = 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐱

𝒙+𝟏
) − 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐱−𝟏

𝒙
) 

 𝐟(𝟏) = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝟐
) + 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧(𝟎) − 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝟏

𝟐
) = 𝟎 

et on a f est constante sur ]𝟎 ; +∞[ car   (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) 𝐟′(𝐱) = 𝟎 

Donc (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) 𝐟(𝐱) = 𝐟(𝟏) = 𝟎 

Donc(∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝟐𝒙𝟐
) = 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐱

𝒙+𝟏
) − 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐱−𝟏

𝒙
) 

3) On pose : 𝑺𝒏 = ∑ 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝟐 𝒌𝟐
)𝒏

𝒌=𝟏  

𝑺𝒏 = ∑ 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝟐 𝒌𝟐
)

𝒏

𝒌=𝟏

 

= ∑ 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝐤

𝒌 + 𝟏
)

𝒏

𝒌=𝟏

− 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝐤 − 𝟏

𝒌
) ;  𝒅′𝒂𝒑𝒓é𝒔 𝟐) 

 = ∑ 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝐤

𝒌 + 𝟏
)

𝒏

𝒌=𝟏

− ∑ 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝐤 − 𝟏

𝒌
) 

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

 

= ∑ 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝐤

𝒌 + 𝟏
)

𝒏

𝒌=𝟏

− ∑ 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝐩

𝒑 + 𝟏
)  , 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 𝒑 = 𝒌 − 𝟏

𝒏−𝟏

𝒑=𝟎

 

= ∑ 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝐤

𝒌 + 𝟏
) + 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐧

𝒏 + 𝟏
)

𝒏−𝟏

𝒌=𝟏

− 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟎

𝟎 + 𝟏
) − ∑ 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐩

𝒑 + 𝟏
)  

𝒏−𝟏

𝒑=𝟏

 

      = 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝐧

𝒏 + 𝟏
) − 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝟎

𝟎 + 𝟏
) 

𝑺𝒏 = 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝐧

𝒏 + 𝟏
) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝑺𝒏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝐧

𝒏 + 𝟏
)  

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝑺𝒏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝟏 −
𝟏

𝒏+𝟏
)      car  𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶+∞

𝟏

𝒏+𝟏
= 𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝑺𝒏 = 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧(𝟏) =
𝛑

𝟒
  

Exercic 01 

On considère la fonction f définie sur ]𝟎 ; +∞[par ; 

 𝐟(𝐱) = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝟐𝒙𝟐
) + 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐱−𝟏

𝒙
) − 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐱

𝒙+𝟏
) 

1) Montrer que f est dérivable sur ]𝟎 ; +∞[ puis calculer 𝐟′(𝐱) 

2)Calculer f(1) puis déduire que 

  (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) ; 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝟐𝒙𝟐
) = 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐱

𝒙+𝟏
) − 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝐱−𝟏

𝒙
) 

3) On pose :  

𝑺𝒏 = ∑ 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝟐 𝒌𝟐
)

𝒏

𝒌=𝟏

  

  Montrer que  𝑺𝒏 = 𝐚𝐫𝐚𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝐧

𝒏+𝟏
) , puis calculer 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶+∞
𝑺𝒏  

Solution  

1) Montrons que f est dérivable sur ]𝟎 ; +∞[ puis calculer 𝐟′(𝐱) 

Les fonctions rationnelles  𝒙 ↦
𝟏

𝟐𝒙𝟐
 ; 𝒙 ↦

𝐱−𝟏

𝒙
  et 𝒙 ↦

𝐱

𝒙+𝟏
 sont 

dérivables sur ]𝟎 ; +∞[  donc la fonction f est dérivable sur ]𝟎 ; +∞[   

comme sommes des fonctions dérivables sur ]𝟎 ; +∞[   

Soit  𝒙 ∈ ]𝟎 ; +∞[ 

𝐟′(𝐱) =

−𝟐

𝟐𝒙𝟑

𝟏 + (
𝟏

𝟐𝒙𝟐)
𝟐

+

𝟏

𝒙𝟐

𝟏 + (
𝐱−𝟏

𝒙
)

𝟐
−

𝟏

(𝒙+𝟏)𝟐

𝟏 + (
𝐱

𝒙+𝟏
)

𝟐
 

𝐟′(𝐱) =
−𝟒𝒙

𝟒𝒙𝟒 + 𝟏
+

𝟏

𝒙𝟐 + (𝐱 − 𝟏)𝟐
−

𝟏

𝒙𝟐 + (𝟏 + 𝐱)𝟐
 

𝐟′(𝐱) =
−𝟒𝒙

𝟒𝒙𝟒 + 𝟏
+

𝒙𝟐 + (𝐱 + 𝟏)𝟐 − [𝒙𝟐 + (𝐱 − 𝟏)𝟐]

[𝒙𝟐 + (𝐱 − 𝟏)𝟐] [𝒙𝟐 + (𝟏 + 𝐱)𝟐]
 

𝐟′(𝐱) =
−𝟒𝒙

𝟒𝒙𝟒 + 𝟏
+

𝟒𝒙

𝟒𝒙𝟒 + 𝟏
 

Donc   (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) 𝐟′(𝐱) = 𝟎 
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Soit  𝒙 ∈ [𝟎; +∞[⬚ ; Considérons la fonction h définie sur [𝟎; 𝒙] 

par :  𝒉(𝒕) = 𝒇(𝒕)𝒈(𝒙) − 𝒈(𝒕)𝒇(𝒙) 

• On a h est continue et dérivable sur[𝟎; 𝒙] comme somme de 

deux fonctions continue sur [𝟎; 𝒙]  

de plus 𝒉′(𝒕) = 𝒇′(𝒕)𝒈(𝒙) − 𝒈′(𝒕)𝒇(𝒙) 

• Et on a  𝒉(𝒙) = 𝒉(𝟎) = 𝟎 ; car  𝒈(𝟎) = 𝒇(𝟎) = 𝟎 

Donc d’après théorème de ROLLE on a : ( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):  𝒉′(𝒄) = 𝟎 

Donc on a : ( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):  𝒇′(𝒄)𝒈(𝒙) − 𝒈′(𝒄)𝒇(𝒙) = 𝟎 

• ( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):  𝒇′(𝒄)𝒈(𝒙) = 𝒈′(𝒄)𝒇(𝒙) 

• ( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):  
𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
=

𝒇′(𝒄)

𝒈′(𝒙)
 

Exercic 04 

1) Soient a et b deux réel tels que  𝟎 ≤ 𝐚 ≤ 𝐛 

Montrer que   
𝒃−𝒂

𝟏+𝒃𝟐
≤ 𝐚𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒃 − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒂 ≤

𝒃−𝒂

𝟏+𝒂𝟐
 

2)  Montrer que   (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) :   
𝒙

𝟏+𝒙𝟐
≤ 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒙 ≤ 𝒙 

3) Montrer que   (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) :  
√𝒙+𝟏−𝟏

𝒙
<

𝟏

𝟐
 

4) Montrer que   (∀𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[) :   𝟏 − 𝒙 ≤ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏 ≤ 𝒙 + 𝟏 

5)  Montrer que   (∀𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[) :  𝒔𝒊𝒏 𝒙 ≤ 𝒙 

6)  Montrer que   (∀𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[) :  𝟏 −
𝒙𝟐

𝟐
≤ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 

 

 

Exercice 02 

1)f la fonction définie sur [𝟎; 𝟐𝝅]  par ; 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏(𝒙) + 𝒄𝒐𝒔(𝒙) 

Montrer que f ‘s’annule au moins une fois sur l’intervalle ]𝟎; 𝟐𝝅[ 

2) g la fonction définie sur IR par ; 𝒈(𝒙) = 𝒙(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟐)(𝒙 − 𝟑) 

Montrer que l’équation  𝒈′(𝒙) = 𝟎 admet trois solutions dans IR 

Solution : 

1)On a f est continue sur l’intervalle [𝟎; 𝟐𝝅] comme somme de deux 

fonctions continue sur [𝟎; 𝟐𝝅] 

• f est dérivable sur l’intervalle ]𝟎; 𝟐𝝅[ comme somme de deux 

fonctions dérivable sur ]𝟎; 𝟐𝝅[ ; Et on a :  𝒇(𝟎) = 𝒇(𝟐𝝅) = 𝟏 

Donc d’après théorème de ROLLE on a : ( ∃𝒄 ∈ ]𝒂; 𝒃[ ):  𝒇′(𝒄) = 𝟎 

Donc f ‘s’annule au moins une fois sur l’intervalle ]𝟎; 𝟐𝝅[ 

2) g est continue et dérivable IR et 𝒈(−𝟐) = 𝒈(𝟎) = 𝒈(𝟏) = 𝒈(𝟑) 

Donc d’après théorème de ROLLE on a : ( ∃ 𝒄𝟏 ∈ ]−𝟐; 𝟎[ ):  𝒈′(𝒄) = 𝟎 

et  ( ∃ 𝒄𝟐 ∈ ]𝟎 ; 𝟏[ ):  𝒈′(𝒄) = 𝟎 

et  ( ∃ 𝒄𝟑 ∈ ]𝟏; 𝟑[ ):  𝒈′(𝒄) = 𝟎 

Exercic 03 

 f et g deux fonctions dérivables sur [𝟎; +∞[  tel que 𝒈(𝟎) = 𝒇(𝟎) = 𝟎 

Soit  𝒙 ∈ [𝟎; +∞[⬚ ; montrer que :  ( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):  
𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
=

𝒇′(𝒄)

𝒈′(𝒄)
 

Solution : 

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
=

𝒇′(𝒄)

𝒈′(𝒄)
⟺ 𝒇(𝒙)𝒈′(𝒄) − 𝒈(𝒙)𝒇′(𝒄) 
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Soit 𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[ 

Par application de T.A.F  la fonction f   sur [𝟎; 𝒙] ⊂ [𝟎 ; +∞[ on a : 

( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):   𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎) = (𝒙 − 𝟎) 𝒇′(𝒄) 

( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):   𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒙 =
𝒙

𝟏 + 𝒄𝟐
 

      𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ⟹ 𝟏 < 𝟏 + 𝒄𝟐 < 𝟏 + 𝒙𝟐   

                          ⟹  
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
<

𝟏

𝟏 + 𝒄𝟐
< 𝟏 

⟹
𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
≤

𝒙

𝟏 + 𝒄𝟐
≤ 𝒙     ;   (𝐂𝐚𝐫  𝒙 ≥ 𝟎) 

                          ⟹  
𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
≤ 𝐚𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒙 ≤ 𝒙 

3) Montrer que   (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) :  
√𝒙+𝟏−𝟏

𝒙
<

𝟏

𝟐
 

Considérons la fonction f définie sur]−𝟏 ; +∞[ par : 

 𝒇(𝒙) = √𝒙 + 𝟏 

f est dérivable sur IR et on a :(∀ 𝐱 ∈ ]−𝟏 ; +∞[) : 

𝒇′(𝒙) =
𝟏

𝟐√𝒙 + 𝟏
 

 

Solution : 

1) Soient a et b deux réel tels que  𝟎 ≤ 𝐚 ≤ 𝐛 

Montrons que   
𝒃−𝒂

𝟏+𝒃𝟐
≤ 𝐚𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒃 − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒂 ≤

𝒃−𝒂

𝟏+𝒂𝟐
 

Considérons la fonction f définie sur 𝑰𝑹 par  

𝒇(𝒙) = 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕 

f est dérivable sur IR et on a :(∀ 𝐱 ∈ 𝐈𝐑): 𝒇′(𝒙) =
𝟏

𝟏+𝒕𝟐
 

Par application de T.A.F  à la fonction f  sur [𝒂; 𝒃] 

( ∃𝒄 ∈ ]𝒂; 𝒃[ ):   𝒇(𝒃) − 𝒇(𝒂) = (𝒃 − 𝒂) 𝒇′(𝒄)         

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  ( ∃𝒄 ∈ ]𝒂; 𝒃[ ):   𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒃 − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒂 = (𝒃 − 𝒂)  ×
𝟏

𝟏 + 𝒄𝟐
 

    𝒄 ∈ ]𝒂; 𝒃[ ⟹ 𝒂𝟐 < 𝒄𝟐 < 𝒃𝟐   

                       ⟹ 𝟏 + 𝒂𝟐 < 𝟏 + 𝒄𝟐 < 𝟏 + 𝒃𝟐   

                      ⟹
𝟏

𝟏 + 𝒃𝟐
<

𝟏

𝟏 + 𝒄𝟐
<

𝟏

𝟏 + 𝒂𝟐
 

                      ⟹
𝒃 − 𝒂

𝟏 + 𝒃𝟐
≤ (𝒃 − 𝒂)  ×

𝟏

𝟏 + 𝒄𝟐
≤

𝒃 − 𝒂

𝟏 + 𝒂𝟐
( 𝐂𝐚𝐫  𝒃 − 𝒂 ≥ 𝟎) 

⟹
𝒃 − 𝒂

𝟏 + 𝒃𝟐
≤ 𝐚𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒃 − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒂 ≤

𝒃 − 𝒂

𝟏 + 𝒂𝟐
 

2)  Montrer que   (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[) :   
𝒙

𝟏+𝒙𝟐
≤ 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒙 ≤ 𝒙 

Considérons la fonction f définie sur 𝑰𝑹 par : 

 𝒇(𝒙) = 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕 

f est dérivable sur IR et on a : 

(∀ 𝐱 ∈ 𝐈𝐑): 𝒇′(𝒙) =
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐
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5)  Montrer que   (∀𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[) :  𝒔𝒊𝒏 𝒙 ≤ 𝒙 

Considérons la fonction f définie sur 𝑰𝑹 par :  

𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒕 

f est dérivable sur IR et on a : 

(∀ 𝐱 ∈ 𝐈𝐑): 𝒇′(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔 𝒕  

Soit 𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[ 

Par application de T.A.F la fonction f   sur [𝟎; 𝒙] ⊂ [𝟎 ; +∞[ on a : 

( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):   𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎) = (𝒙 − 𝟎) 𝒇′(𝒄) 

( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):   𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒄 

                𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ⟹  𝒄𝒐𝒔 𝒄 < 𝟏   

                                   ⟹  𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒄 ≤ 𝒙 

                                  ⟹  𝒔𝒊𝒏 𝒙 ≤ 𝒙 

6)  Montrer que   (∀𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[) :  𝟏 −
𝒙𝟐

𝟐
≤ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 

Considérons la fonction f définie sur 𝑰𝑹 par 

𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔 𝒕 +
𝒕𝟐

𝟐
− 𝟏 

f est dérivable sur IR et on a :(∀ 𝐱 ∈ 𝐈𝐑): 𝒇′(𝒙) = −𝒔𝒊𝒏 𝒕 + 𝒕  

Soit 𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[ 

Par application de T.A.F la fonction f   sur [𝟎; 𝒙] ⊂ [𝟎 ; +∞[ on a : 

( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):   𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎) = (𝒙 − 𝟎) 𝒇′(𝒄) 

( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):   𝒄𝒐𝒔 𝒙 +
𝒙𝟐

𝟐
− 𝟏 = 𝒙( 𝒄 − 𝒔𝒊𝒏 𝒄 ) 

On a d’après la question 4) ; (∀𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[) :  𝒔𝒊𝒏 𝒙 ≤ 𝒙 

𝑫𝒐𝒏𝒄:    𝒔𝒊𝒏 𝒄 < 𝒄   

𝑫𝒐𝒏𝒄:    𝟎 < 𝒄 − 𝒔𝒊𝒏 𝒄 

𝑫𝒐𝒏𝒄:    𝟎 ≤ 𝒙(𝒄 − 𝒔𝒊𝒏 𝒄)    ; 𝒄𝒂𝒓  𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[  

𝑫𝒐𝒏𝒄:    𝟎 ≤ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 +
𝒙𝟐

𝟐
− 𝟏 

𝐃’𝐨ù:  (∀𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[):    𝟏 −
𝒙𝟐

𝟐
≤ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 

Soit 𝐱 ∈ ]−𝟏 ; +∞[ 

Par application de T.A.F à la fonction f  sur [𝟎; 𝒙] ⊂ ]−𝟏 ; +∞[on a 

( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):   
𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎)

𝒙 − 𝟎
=  𝒇′(𝒄) 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶   ( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):  
√𝒙 + 𝟏 − 𝟏

𝒙
=  

𝟏

𝟐√𝒄 + 𝟏
 

    𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ⟹ 𝟏 < 𝟏 + 𝒄 ⟹ 𝟏 < √𝟏 + 𝒄 

                      ⟹
𝟏

√𝟏 + 𝒄
< 𝟏 ⟹

𝟏

𝟐√𝟏 + 𝒄
<

𝟏

𝟐
 

                      ⟹
√𝒙 + 𝟏 − 𝟏

𝒙
<

𝟏

𝟐
 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  (∀𝐱 ∈ ]𝟎 ; +∞[);   
√𝒙 + 𝟏 − 𝟏

𝒙
<

𝟏

𝟐
 

4) Montrer que   (∀𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[) :   𝟏 − 𝒙 ≤ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏 ≤ 𝒙 + 𝟏 

Considérons la fonction f définie sur 𝑰𝑹 par : 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔 𝒙 

f est dérivable sur IR et on a :(∀ 𝐱 ∈ 𝐈𝐑): 𝒇′(𝒙) = −𝒔𝒊𝒏 𝒙  

Soit 𝐱 ∈ [𝟎 ; +∞[ 

Par application de T.A.F  la fonction f   sur [𝟎; 𝒙] ⊂ [𝟎 ; +∞[ on a : 

( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):   𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎) = (𝒙 − 𝟎) 𝒇′(𝒄) 

( ∃𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ):   𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏 = −𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒄 

                𝒄 ∈ ]𝟎; 𝒙[ ⟹ −𝟏 < − 𝒔𝒊𝒏 𝒄 < 𝟏   

                                   ⟹  −𝒙 ≤ −𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒄 ≤ 𝒙 

                                  ⟹  −𝒙 ≤ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏 ≤ 𝒙 

                                  ⟹  𝟏 − 𝒙 ≤ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 ≤ 𝒙 + 𝟏 
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2)Montrons que  𝒇𝒏(𝜶𝒏) = −𝝅
(𝜶𝒏)𝒏+𝟏

𝒏
 𝒄𝒐𝒔( 𝝅𝜶𝒏) 

𝒇𝒏
′(𝒙) = 𝒏𝒙𝒏−𝟏𝒔𝒊𝒏(𝝅𝒙) + 𝝅𝒙𝒏𝒄𝒐𝒔(𝝅𝒙)

= 𝒙𝒏−𝟏[𝒏 𝒔𝒊𝒏(𝝅𝒙) + 𝝅 𝒙 𝒄𝒐𝒔(𝝅𝒙)] 

𝒇′(𝜶𝒏) = 𝟎 ⇔ (𝜶𝒏)𝒏−𝟏[𝒏 𝒔𝒊𝒏(𝝅𝜶𝒏) + 𝝅 𝜶𝒏 𝒄𝒐𝒔(𝝅𝜶𝒏)] = 𝟎 

                       ⇔ 𝒏 𝒔𝒊𝒏(𝝅𝜶𝒏) + 𝝅 𝜶𝒏 𝒄𝒐𝒔(𝝅𝜶𝒏) = 𝟎 ( car 𝜶𝒏 ≠ 𝟎) 

                       ⇔ 𝒔𝒊𝒏(𝝅𝜶𝒏) = −𝝅 
𝜶𝒏

𝒏
 𝒄𝒐𝒔(𝝅𝜶𝒏) 

                       ⇔ (𝜶𝒏)𝒏𝒔𝒊𝒏(𝝅𝜶𝒏) = −𝝅 
(𝜶𝒏)𝒏+𝟏

𝒏
 𝒄𝒐𝒔(𝝅𝜶𝒏) 

Donc on a :  𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙𝒏𝒔𝒊𝒏(𝝅𝒙) = −𝝅 
(𝜶𝒏)𝒏+𝟏

𝒏
 𝒄𝒐𝒔(𝝅𝜶𝒏) 

3) |𝒇𝒏(𝒙)| = |−𝝅 
(𝜶𝒏)𝒏+𝟏

𝒏
 𝒄𝒐𝒔(𝝅𝜶𝒏)| 

                   =
𝝅

𝒏
|(𝜶𝒏)𝒏+𝟏 𝒄𝒐𝒔(𝝅𝜶𝒏)| 

                     <
𝝅

𝒏
 

Car  |(𝜶𝒏)𝒏+𝟏| < 𝟏  et | 𝒄𝒐𝒔(𝝅𝜶𝒏)| ≤ 𝟏 

Donc  |𝒇𝒏(𝒙)| <
𝝅

𝒏
  et on a 𝐥𝐢𝐦

𝒏⟶+∞

𝝅

𝒏
= 𝟎  

donc 𝐥𝐢𝐦
𝒏⟶+∞

𝒇𝒏(𝜶𝒏) = 𝟎 

   Exercic 05 

Soit 𝒏 ∈ ℕ∗ ; on considère la fonction 𝒇𝒏: [𝟎; 𝟏] ⟶ ℝ  , définie par 

  𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙𝒏𝒔𝒊𝒏(𝝅𝒙) 

1)Montrer qu’il existe un unique  𝜶𝒏 ∈ ]𝟎, 𝟏[ tel que  𝒇𝒏′(𝜶𝒏) = 𝟎 

2)Montrer que  𝒇𝒏(𝜶𝒏) = −𝝅
(𝜶𝒏)𝒏+𝟏

𝒏
 𝒄𝒐𝒔( 𝝅𝜶𝒏) 

3)Calculer   𝐥𝐢𝐦
𝒏⟶+∞

𝒇𝒏(𝜶𝒏) 

Solution : 

1)En utilisant théorème de ROLLE Montrons qu’il existe un unique  

𝜶𝒏 ∈ ]𝟎, 𝟏[ tel que  𝒇𝒏′(𝜶𝒏) = 𝟎 

On la fonction 𝒙 ↦ 𝝅𝒙⬚  est continue sur  [𝟎 ; 𝟏] 

Et on la fonction 𝒙 ↦ 𝒔𝒊𝒏(𝒙)⬚  est continue sur  𝑰𝑹 

Don la fonction 𝒙 ↦ 𝒔𝒊𝒏(𝝅𝒙)⬚  est continue sur  [𝟎 ; 𝟏] 

Et On a la fonction 𝒙 ↦ 𝐱𝐧  est continue sur  [𝟎 ; 𝟏] 

D’où 𝒇𝒏 est continue sur [𝟎 ; 𝟏] ; (Produit des fonctions continues) 

𝒇𝒏 est dérivable  sur ]𝟎, 𝟏[ ;  

De plus  𝒇𝒏(𝟎) = 𝒇𝒏(𝟏) = 𝟎 

D’après théorème de ROLLE on a :  

( ∃𝜶𝒏 ∈ ]𝟎; 𝟏[ ):  𝒇′(𝜶𝒏) = 𝟎 
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• Soit   𝐧 ∈ 𝐈𝐍 

Supposons que 𝟏 ≤  𝐔𝐧 ≤ 𝟐 et montrons que  𝟏 ≤  𝐔𝐧+𝟏 ≤ 𝟐 

f est dérivable sur ]𝟏; 𝟐[   et (∀𝐱 ∈ ]𝟏; 𝟐[):  𝐟′(𝐱) = − 
𝟏

𝟐𝒙√𝒙
< 𝟎   

Donc f est strictement décroissante  sur [𝟏; 𝟐] donc 

       𝟏 ≤  𝐔𝐧 ≤ 𝟐 ⟹ 𝐟(𝟐) ≤  𝐟(𝐔𝐧) ≤ 𝐟(𝟏)    ⟹ 𝟏 +
𝟏

√𝟐
≤ 𝐮𝐧+𝟏 ≤ 𝟐   

                         ⟹ 𝟏 ≤ 𝐮𝐧+𝟏 ≤ 𝟐   (car   𝟏 < 𝟏 +
𝟏

√𝟐
  ) 

• Donc   (∀𝐧 ∈ 𝐈𝐍): 𝟏 ≤ 𝐮𝐧 ≤ 𝟐 

b) Montrons que: (∀𝐧 ∈ ℕ); |𝐮𝐧+𝟏 − 𝛂| ≤
𝟏

𝟐
|𝐮𝐧 − 𝛂| 

On a   f est continue sur ⌈𝟏; 𝟐⌉et on a f est dérivable sur  ]𝟏; 𝟐[ 

et on a (∀𝐱 ∈ ]𝟏; 𝟐[):  |𝐟′(𝐱)| ≤
𝟏

𝟐
   

 On applique l’inégalité d’accroissement fini entre 𝐮𝐧 et  𝛂 

car    (∀𝐧 ∈ 𝐈𝐍);  𝐔𝐧 ∈ ]𝟏; 𝟐[     et  𝛂 ∈ ]𝟏; 𝟐[    On trouve  

  |𝐟(𝐮𝐧) − 𝐟(𝛂)| ≤
√𝟑

𝟐
|𝐮𝐧 − 𝛂| ; Donc     |𝐮𝐧+𝟏 − 𝛂| ≤

√𝟑

𝟐
|𝐮𝐧 − 𝛂| 

c)Montrons que : (∀𝐧 ∈ ℕ); |𝐮𝐧 − 𝛂| ≤ (
𝟏

𝟐
)

𝐧
|𝐮𝟎 − 𝛂| 

𝑶𝒏 𝒂 ∶    (∀𝐧 ∈ ℕ); |𝐮𝐧+𝟏 − 𝛂| ≤
𝟏

𝟐
|𝐮𝐧 − 𝛂| 

➢ Pour n=0 on a :   |𝐮𝟏 − 𝛂| ≤
𝟏

𝟐
|𝐮𝟎 − 𝛂| 

➢ Pour n=1 on a :   |𝐮𝟐 − 𝛂| ≤
𝟏

𝟐
|𝐮𝟏 − 𝛂| 

➢ ………………… 

➢ Pour n-2 on a :   |𝐮𝐧−𝟏 − 𝛂| ≤
𝟏

𝟐
|𝐮𝐧−𝟐 − 𝛂| 

➢ Pour n-1 on a :   |𝐮𝐧 − 𝛂| ≤
𝟏

𝟐
|𝐮𝐧−𝟏 − 𝛂| 

On multiplie les inégalités terme à terme on trouve  

➢ |𝐮𝐧 − 𝛂| ≤ (
𝟏

𝟐
)

𝐧
|𝐮𝟎 − 𝛂|   

On a (∀𝐧 ∈ ℕ); |𝐮𝐧 − 𝛂| ≤ (
𝟏

𝟐
)

𝐧
|𝐮𝟎 − 𝛂|et on a  𝐥𝐢𝐦

𝐧→+∞
(

𝟏

𝟐
)

𝐧

= 𝟎 

Donc 𝐥𝐢𝐦
𝐧→+∞

|𝐮𝐧 − 𝛂| = 𝟎 ; d’où   𝐥𝐢𝐦
𝐧→+∞

𝐮𝐧 = 𝛂 

Exercice 06 

f une fonction définie  sur 𝐈 =  [𝟏; +∞[ par : 𝐟(𝐱) = 𝟏 +
𝟏

√𝐱
 

et  (𝐔𝐧) une suite tel que   𝐔𝟎 = 𝟐   et  (∀𝐧 ∈ 𝐈𝐍): 𝐔𝐧+𝟏 = 𝐟(𝐔𝐧 ) 

1) Montrer que l’équa 𝐟(𝐱) = 𝐱  admet une solution unique 𝛂 ∈ ]𝟏; 𝟐[ 

2) Montrer que : (∀𝐱 ∈ [𝟏; +∞[):  |𝐟′(𝐱)| ≤
𝟏

𝟐
 

3) a) Montrer que  (∀𝐧 ∈ 𝐈𝐍): 𝟏 ≤  𝐔𝐧 ≤ 𝟐 

   b) Montrer que: (∀𝐧 ∈ ℕ); |𝐮𝐧+𝟏 − 𝛂| ≤
𝟏

𝟐
|𝐮𝐧 − 𝛂| 

c) Déterminer  𝐥𝐢𝐦
𝐧→+∞

𝐮𝐧 

 Solution : 

1)Considérons la fonction g tel que ;  𝐠(𝐱) = 𝐟(𝐱) − 𝐱   

• g est continue sur [𝟏; 𝟐] car c’est une somme de deux fonctions 

continue sur [𝟏; 𝟐] 

• g est dérivable sur l’intervalle ]𝟏; 𝟐[car c’est une somme de deux 

fonctions dérivable sur ]𝟏; 𝟐[    

et (∀𝐱 ∈ ]𝟏; 𝟐[):     𝐠′(𝐱) = 𝐟′(𝐱) − 𝟏 = −

𝟏

𝟐√𝒙

𝒙
− 𝟏 = −

𝟏

𝟐𝒙√𝒙
− 𝟏 < 𝟎   

Donc g est strictement décroissante sur ]𝟏; 𝟐[ 

D’où g est une bijection de ]𝟏; 𝟐[ vers 

 𝐠(]𝟏; 𝟐[) = ]𝐠(𝟐); 𝐠(𝟏)[ = ]−𝟏 +
𝟏

√𝟐
; 𝟏[  

Et comme 𝟎 ∈ 𝐠(]𝟏; 𝟐[) 

Donc il existe une solution unique 𝛂 ∈ ]𝟏; 𝟐[tel que  𝐠(𝛂) = 𝟎 

c-à-d  il existe une solution unique 𝛂 ∈ ]𝟏; 𝟐[  tel que  𝐟(𝛂) = 𝛂 

2)  On a (∀𝐱 ∈ [𝟏; +∞[):     |𝐟′(𝐱)| =  
𝟏

𝟐𝒙√𝒙
 

  𝐱 ≥ 𝟏 ⟹   
𝟏

√𝒙
≤ 𝟏     et   

𝟏

𝟐𝒙
≤

𝟏

𝟐
   ⟹

𝟏

𝟐𝒙√𝒙
≤

𝟏

𝟐
   ⟹  |𝐟′(𝐱)| ≤

𝟏

𝟐
 

3) a)Montrons par récurrence que  (∀𝐧 ∈ 𝐈𝐍): 𝟏 ≤  𝐔𝐧 ≤ 𝟐 

• Pour n=0 on a :  𝟏 ≤  𝐔𝟎 = 𝟐 ≤ 𝟐    donc PV pour n=0 


