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Exercice 01 

Soit a un nombre complexe différent de 𝟏 − 𝒊, on considère dans ℂ l'équation : 

(E) :  𝒛𝟐 − 𝟐(𝒂 + 𝟏 − 𝒊)𝒛 + 𝟐𝒂𝟐 − 𝟒𝒊 = 𝟎 

1) Calculer (𝒂 − 𝟏 + 𝒊)𝟐 puis résoudre l'équation ( 𝑬 ) 

2) On considère les points 𝑨(𝒂),𝑩(𝒂 − 𝒊𝒂 + 𝟐), 𝑪(𝒂 + 𝒊𝒂 − 𝟐𝒊), 𝛀(𝟐 − 𝟐𝒊) 

 Déterminer l'affixe de I le milieu de [𝑩𝑪] puis déterminer le vecteur �⃗⃗�  de la 

translation 𝒕 qui transforme 𝑨 en 𝑰 

3) Soit la ration 𝑹(𝛀;−
𝝅

𝟐
).  

a) Montrer que 𝑹(𝑪) = 𝑩, en déduire que (𝑩𝑪) ⊥ (𝛀𝑰)  

b) Donner une méthode pour construire les points 𝑩 et 𝑪 à partir de 𝑨(𝒂)  

4) On pose : 𝒂 = 𝒃(𝟏 + 𝒊) − 𝟐𝒊 où 𝒃 ∈ 𝑰𝑹 

a) Déterminer les affixes de 𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  et 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗ en fonction de 𝒃,  

b) En déduire que 𝑨,𝑩 et 𝑪 sont alignés 

Exercice 02 

1) Calculer les intégrales suivantes :  𝑨 = ∫
−𝟏

𝟏
 

𝟏

𝒆𝒙+𝟐
𝒅𝒙 ;  𝐁 = ∫

𝟏

𝟐
 
𝐥𝐧 (𝟏+𝒙)

𝒙𝟐
𝒅𝒙   

2)On pose : 𝑰 = ∫
−𝟏

𝒕
 𝐭𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)𝒅𝒕 et 𝑱 = ∫

−𝟏

𝒍
 
𝐭𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)

𝒆𝒕+𝟏
𝒅𝒕  

a) Calculer I et montrer que : 𝑱 = ∫
−𝟏

𝒕
 

𝒆𝒕

𝒆𝒕+𝟏
(𝒕𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐭)𝒅𝒕 ( poser 𝒕 = −𝒙)  

b) Déduire la valeur de 𝑱 

Exercice 03 

Pour tout 𝒏 de 𝑰𝑵, on pose: 𝑺𝒏 = ∑𝒌=𝟎
𝒏  

(−𝟏)𝒌

𝟐𝒌+𝟏
 

1) Montrer que : ∀𝒖 ≥ 𝟎:  ∑𝒌=𝟎
𝒏  (−𝟏)𝒌𝒖𝒌 =

𝟏

𝟏+𝒖
−

(−𝟏)𝒏+𝟏𝒖𝒏+𝟏

𝟏+𝒖
 

2) En déduire que: ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵: 𝑺𝒏 =
𝝅

𝟒
+ (−𝟏)𝒏∫

𝟎

𝟏
 
𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝟏+𝒕𝟐
𝒅𝒕  

3) Montrer que: |𝑺𝒏 −
𝝅

𝟒
| ≤

𝟏

𝟐𝒏+𝟑
 ∀𝒏 ≥ 𝟎. En déduire 𝐥𝐢𝐦𝒏→+∞  𝑺𝒏 

Exercice 04 

On considère la fonction 𝑭 définie sur ], +∞[ par : 𝑭(𝒙) = ∫𝟏

𝒙

𝒙
 
𝐥𝐧 (𝒕)

𝒕𝟐+𝟏
𝒅𝒕 

1)a)Calculer 𝑭(𝟏) puis montrer que 𝑭 est dérivable sur ], +∞[ et calculer 𝑭′(𝒙) 

𝒃) En déduire que : 𝑭(𝒙) = 𝟎 ∀𝒙 ∈]𝟎,+∞[ 

2)Montrer, en utilisant une intégration par parties, que : 

𝑭(𝒙) = 𝐥𝐧 (𝒙) (𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 
𝟏

𝒙
) − ∫  

𝒙

𝟏

𝒙

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 ∀𝒙 > 𝟎 

3) Montrer que :  ∀𝒙 > 𝟎 ∶ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝒙
) + 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒙) =

𝝅

𝟐
  

4) En déduire que :  ∀𝒙 > 𝟎: ∫𝒍

𝒙

𝒙
 
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 =

𝝅

𝟐
𝐥𝐧 𝒙 
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Exercice 01 

Soit a un nombre complexe différent de 𝟏 − 𝒊, on considère dans ℂ l'équation : 

(E) :  𝒛𝟐 − 𝟐(𝒂 + 𝟏 − 𝒊)𝒛 + 𝟐𝒂𝟐 − 𝟒𝒊 = 𝟎 

1) Calculer (𝒂 − 𝟏 + 𝒊)𝟐 puis résoudre l'équation ( 𝑬 ) 

2) On considère les points 𝑨(𝒂),𝑩(𝒂 − 𝒊𝒂 + 𝟐), 𝑪(𝒂 + 𝒊𝒂 − 𝟐𝒊),𝛀(𝟐 − 𝟐𝒊) 

 Déterminer l'affixe de I le milieu de [𝑩𝑪] puis déterminer le vecteur �⃗⃗�  de la translation 

𝒕 qui transforme 𝑨 en 𝑰 

3) Soit la ration 𝑹(𝛀;−
𝝅

𝟐
).  

a) Montrer que 𝑹(𝑪) = 𝑩, en déduire que (𝑩𝑪) ⊥ (𝛀𝑰)  

b) Donner une méthode pour construire les points 𝑩 et 𝑪 à partir de 𝑨(𝒂)  

4) On pose : 𝒂 = 𝒃(𝟏 + 𝒊) − 𝟐𝒊 où 𝒃 ∈ 𝑰𝑹 

Déterminer les affixes de 𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  et 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗ en fonction de 𝒃, en déduire que 𝑨,𝑩 et 𝑪 sont alignés 

Solution  

Soit a un nombre complexe différent de 𝟏 − 𝒊, on considère dans ℂ l'équation : 

(E) :  𝒛𝟐 − 𝟐(𝒂 + 𝟏 − 𝒊)𝒛 + 𝟐𝒂𝟐 − 𝟒𝒊 = 𝟎 

1) Calculer (𝒂 − 𝟏 + 𝒊)𝟐 puis résoudre l'équation ( 𝑬 ) 

On a : (𝒂 − 𝟏 + 𝒊)𝟐 = (𝒂 − 𝟏)𝟐 + 𝟐𝒊(𝒂 − 𝟏) − 𝟏 = 𝒂𝟐 − 𝟐𝒂 + 𝟏 + 𝟐𝒊𝒂 − 𝟐𝒊 − 𝟏 

Donc : (𝒂 − 𝟏 + 𝒊)𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝟐𝒂 + 𝟐𝒊𝒂 − 𝟐𝒊 

On a : (E) : 𝒛𝟐 − 𝟐(𝒂 + 𝟏 − 𝒊)𝒛 + 𝟐𝒂𝟐 − 𝟒𝒊 = 𝟎 

Et on a : 𝚫 = 𝟒(𝒂 + 𝟏 − 𝒊)𝟐 − 𝟒(𝟐𝒂𝟐 − 𝟒𝒊) 

 = 𝟒((𝒂 + 𝟏)𝟐 − 𝟐𝒊(𝒂 + 𝟏) − 𝟏 − 𝟐𝒂𝟐 + 𝟒𝒊)

 = 𝟒(𝒂𝟐 + 𝟐𝒂 + 𝟏 − 𝟐𝒊𝒂 − 𝟐𝒊 − 𝟏 − 𝟐𝒂𝟐 + 𝟒𝒊)

 = 𝟒(−𝒂𝟐 + 𝟐𝒂 − 𝟐𝒊𝒂 + 𝟐𝒊) = −𝟒(𝒂 − 𝟏 + 𝒊)𝟐 ≠ 𝟎

 

Soit 𝜹 = 𝟐𝒊(𝒂 − 𝟏 + 𝒊) une racine carrée de 𝚫 les solutions de l'équation (𝑬) sont : 

{
𝒛𝟏 =

𝟐(𝒂 + 𝟏 − 𝒊) + 𝟐𝒊(𝒂 − 𝟏 + 𝒊)

𝟐
= 𝒂 + 𝟏 − 𝒊 + 𝒊𝒂 − 𝒊 − 𝟏

𝒛𝟐 =
𝟐(𝒂 + 𝟏 − 𝒊) − 𝟐𝒊(𝒂 − 𝟏 + 𝒊)

𝟐
= 𝒂 + 𝟏 − 𝒊 − 𝒊𝒂 + 𝒊 + 𝟏

 

Donc {
𝒛𝟏 = 𝒂 + 𝒊𝒂 − 𝟐𝒊
𝒛𝟐 = 𝒂 − 𝒊𝒂 + 𝟐

 sont les deux solutions de (𝑬) 

2) On considère les points 𝑨(𝒂),𝑩(𝒂 − 𝒊𝒂 + 𝟐), 𝑪(𝒂 + 𝒊𝒂 − 𝟐𝒊),𝛀(𝟐 − 𝟐𝒊) 

 Déterminer l'affixe de I le milieu de [𝑩𝑪] puis déterminer le vecteur �⃗⃗�  de la translation 

𝒕 qui transforme 𝑨 en 𝑰 

On a : 𝒛𝟏 =
𝒛𝑩+𝒛𝑪

𝟐
=

𝟐𝒂+𝟐−𝟐𝒊

𝟐
   donc : 𝒛𝒍 = 𝒂 + 𝟏 − 𝒊 

Soit �⃗⃗�  le vecteur de la translation 𝒕 qui transforme 𝑨 en 𝑰 Càd : 𝒕𝒖‾ (𝑨) = 𝑰 

Donc : 𝑨𝑰⃗⃗⃗⃗ = �⃗⃗�  et on a : aff (𝑨𝑰⃗⃗⃗⃗ ) = 𝒛𝟏 − 𝒛𝑨 = 𝒂 + 𝟏 − 𝒊 − 𝒂  

Donc �⃗⃗� (𝟏 − 𝒊) est le vecteur de la translation 𝒕𝒖‾  
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3) Soit la ration 𝑹(𝛀;−
𝝅

𝟐
).  

a) Montrer que 𝑹(𝑪) = 𝑩, en déduire que (𝑩𝑪) ⊥ (𝛀𝑰)  

𝑹(𝑪) = 𝑩  ⇔ 𝒛𝒏 = 𝒆−𝒊
𝝅

𝟐(𝒛𝑪 − 𝒛𝛀) + 𝒛𝛀

 ⇔ 𝒛𝑩 = −𝒊(𝒛𝑪 − 𝝎) + 𝝎
 

Et on a : 

−𝒊(𝒛𝑪 − 𝝎) + 𝝎  = −𝒊(𝒂 + 𝒊𝒂 − 𝟐𝒊 − 𝟐 + 𝟐𝒊) + 𝟐 − 𝟐𝒊

 = −𝒊(𝒂 + 𝒊𝒂 − 𝟐) + 𝟐 − 𝟐𝒊

 = −𝒊𝒂 + 𝒂 + 𝟐𝒊 + 𝟐 − 𝟐𝒊
 = 𝒂 − 𝒊𝒂 + 𝟐 = 𝒛𝑩

 

Donc : 𝒛𝑩 = −𝒊(𝒛𝑪 − 𝝎) + 𝝎   

D'où : 𝑹(𝑪) = 𝑩 

 On a : 𝑹(𝑪) = 𝑩 et 𝑹 = 𝕽(𝛀,−
𝝅

𝟐
) 

Donc : (𝛀𝑪̅̅ ̅̅ , 𝛀𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

= −
𝝅

𝟐
[𝟐𝝅] et 𝛀𝑪 = 𝛀𝑩 

D'où le triangle 𝛀𝑩𝑪 est rectangle isocèle en 𝛀 et comme 𝑰 est le milieu [𝑩𝑪]  

Donc : (𝛀𝑰) ⊥ (𝑩𝑪) 

b) Donner une méthode pour construire les points 𝑩 et 𝑪 à partir de 𝑨(𝒂)  

Du point 𝑨(𝒂), on trace le point 𝑰 l'image de 𝑨(𝒂) par la translation 𝒕�⃗⃗�  où �⃗⃗� (𝟏 − 𝒊)  

On a 𝛀𝑩𝑪 est un triangle rectangle isocèle en 𝛀  

On trace alors le cercle ( 𝜻 ) de centre 𝑰 et qui passe par le point 𝛀(𝟐 − 𝟐𝒊), la droite 

perpendiculaire sur (𝛀𝑰) passant par 𝑰 coupe (𝜻) en 𝑩 et 𝑪 puis on distingue entre 𝑩 et 

𝑪 en utilisant la relation (𝛀𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝛀𝑩̅̅̅̅̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
) = −𝝅/𝟐[𝟐𝝅] 

4) On pose : 𝒂 = 𝒃(𝟏 + 𝒊) − 𝟐𝒊 où 𝒃 ∈ 𝑰𝑹 

a) Déterminer les affixes de 𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  et 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗ en fonction de 𝒃,  

 

𝒂𝒇𝒇(𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )  = 𝒛𝒏 − 𝒛𝒄 = 𝒂 − 𝒊𝒂 + 𝟐 − 𝒂 − 𝒊𝒂 + 𝟐𝒊

 = −𝟐𝒊𝒂 + 𝟐 + 𝟐𝒊
 = −𝟐𝒊(𝒃(𝟏 + 𝒊) − 𝟐𝒊) + 𝟐 + 𝟐𝒊

 = −𝟐𝒊𝒃(𝟏 + 𝒊) − 𝟒 + 𝟐 + 𝟐𝒊

 

Donc : aff (𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −𝟐𝒊𝒃 + 𝟐𝒃 − 𝟐 + 𝟐𝒊 

On a : aff (𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝒛𝑨 − 𝒛𝑪 = 𝒂 − 𝒂 − 𝒊𝒂 + 𝟐𝒊 = −𝒊𝒂 + 𝟐𝒊 

= −𝒊(𝒃(𝟏 + 𝒊) − 𝟐𝒊) + 𝟐𝒊 = −𝒊𝒃(𝟏 + 𝒊) − 𝟐 + 𝟐𝒊 

Donc : 𝒂𝒇𝒇(𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −𝒊𝒃 + 𝒃 − 𝟐 + 𝟐𝒊 

b) En déduire que 𝑨,𝑩 et 𝑪 sont alignés 

On a : aff (𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝟐𝒃(𝟏 − 𝒊) − 𝟐(𝟏 − 𝒊) = (𝟐𝒃 − 𝟐)(𝟏 − 𝒊) 

et on a : aff (𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝒃(𝟏 − 𝒊) − 𝟐(𝟏 − 𝒊) = (𝒃 − 𝟐)(𝟏 − 𝒊) 

Et comme  𝒃 − 𝟐 ∈ ℝ et  𝟐𝒃 − 𝟐 ∈ ℝ 

Alors 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝟐𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  d'où 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sont colinéaires 
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Exercice 02 

1) Calculer les intégrales suivantes :  𝑨 = ∫
−𝟏

𝟏
 

𝟏

𝒆𝒙+𝟐
𝒅𝒙 ;  𝐁 = ∫

𝟏

𝟐
 
𝐥𝐧 (𝟏+𝒙)

𝒙𝟐
𝒅𝒙   

2)On pose : 𝑰 = ∫
−𝟏

𝒕
 𝐭𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)𝒅𝒕 et 𝑱 = ∫

−𝟏

𝒍
 
𝐭𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)

𝒆𝒕+𝟏
𝒅𝒕  

a) Calculer I et montrer que : 𝑱 = ∫
−𝟏

𝒕
 

𝒆𝒕

𝒆𝒕+𝟏
(𝒕𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐭)𝒅𝒕 ( poser 𝒕 = −𝒙)  

b) Déduire la valeur de 𝑱 

Solution 

1) Calculer les intégrales suivantes :  𝑨 = ∫
−𝟏

𝟏
 

𝟏

𝒆𝒙+𝟐
𝒅𝒙 ;  𝐁 = ∫

𝟏

𝟐
 
𝐥𝐧 (𝟏+𝒙)

𝒙𝟐
𝒅𝒙   

On a : 𝑨 = ∫
−𝟏

𝟏
 

𝟏

𝒆𝒙+𝟐
𝒅𝒙 = ∫  

−𝟏

𝟏

𝒆−𝒙

𝟏+𝟐𝒆−𝒙
𝒅𝒙 = −

𝟏

𝟐
∫  

−𝟏

𝟏

(𝟏+𝟐𝒆−𝒙)′

𝟏+𝟐𝒆−𝒙
𝒅𝒙 

Donc : 𝑨 = −
𝟏

𝟐
[𝐥𝐧 |𝟏 + 𝟐𝒆−𝒙|]−𝟏

𝟏 =
𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (

𝟏+𝟐𝒆

𝟏+𝟐𝒆−𝟏) 

On a : 𝑩 = ∫
𝟏

𝟐
 
𝐥𝐧 (𝟏+𝒙)

𝒙𝟐
𝒅𝒙 

On pose : 𝒖′(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐
, 𝒖(𝒙) = −

𝟏

𝒙
 Et  𝒗(𝒙) = 𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟏), 𝒗′(𝒙) =

𝟏

𝒙+𝟏
 

𝑩  = [−
𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟏)

𝒙
]
𝟏

𝟐

+ ∫  
𝟐

𝟏

 
𝟏

𝒙(𝒙 + 𝟏)
𝒅𝒙

 = [−
𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟏)

𝒙
]
𝟏

𝟐

+ ∫  
𝟐

𝟏

  (
𝟏

𝒙
−

𝟏

𝒙 + 𝟏
)𝒅𝒙

 

= [−
𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟏)

𝒙
]
𝟏

𝟐

+ [𝐥𝐧 |𝒙| − 𝐥𝐧 |𝒙 + 𝟏|]𝟏
𝟐

𝑫′ oú : 𝐁 =
𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (

𝟒

𝟑
) + 𝐥𝐧 (

𝟒

𝟑
) =

𝟑

𝟐
𝐥𝐧 (

𝟒

𝟑
)

 

2)On pose : 𝑰 = ∫
−𝟏

𝒕
 𝐭𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)𝒅𝒕 et 𝑱 = ∫

−𝟏

𝒍
 
𝐭𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)

𝒆𝒕+𝟏
𝒅𝒕  

a) Calculer I et montrer que : 𝑱 = ∫
−𝟏

𝒕
 

𝒆𝒕

𝒆𝒕+𝟏
(𝒕𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐭)𝒅𝒕 ( poser 𝒕 = −𝒙)  

On a : 𝑰 = ∫
−𝟏

𝟏
 𝒕𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)𝒅𝒕  

On pose : 𝒖′(𝒕) = 𝒕 ,  𝒖(𝒕) =
𝒕𝟐

𝟐
+

𝟏

𝟐
 Et  𝒗(𝒕) = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕), 𝒗′(𝒕) =

𝟏

𝒕𝟐+𝟏
 

Donc : 𝑰 = [
𝒕𝟐+𝟏

𝟐
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)]

−𝟏

𝟏

− ∫
−𝟏

𝟏
 
𝟏

𝟐
𝒅𝒕 d'où : 𝑰 =

𝝅

𝟐
− 𝟏 

On a : 𝑱 = ∫
−𝟏

𝟏
 
𝒕𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)

𝒆𝒕+𝟏
𝒅𝒕 

On pose : 𝒙 = −𝒕 on a : 𝒅𝒕 = −𝒅𝒙 

Si 𝒕 = −𝟏 alors 𝒙 = 𝟏 

Si 𝒕 = 𝟏 alors 𝒙 = −𝟏 

Donc : 𝑱 = ∫
𝟏

−𝟏
 
−𝒙𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (−𝒙)

𝒆−𝒙+𝟏
(−𝒅𝒙) = ∫  

𝟏

−𝟏

𝒙𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒙)

𝒆−𝒙(𝟏+𝒆𝒙)
(𝒅𝒙) 

D'où : 𝑱 = ∫
−𝟏

𝟏
 

𝒆𝒙

𝟏+𝒆𝒙
𝒙𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒙)𝒅𝒙 
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b) Déduire la valeur de 𝑱 

On a :  𝑱 = ∫
−𝟏

𝟏
 
𝒕𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)

𝒆𝒕+𝟏
𝒅𝒕 = ∫

−𝟏

𝟏
 

𝟏

𝒆𝒕+𝟏
𝒕𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)𝒅𝒕 

= ∫  
𝟏

−𝟏

 
(𝒆𝒕 + 𝟏 − 𝒆𝒕)

𝒆′ + 𝟏
𝒕𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)𝒅𝒕

= ∫  
𝟏

−𝟏

 𝐭𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)𝒅𝒕 − ∫  
𝟏

−𝟏

 
𝒆𝐭

𝒆𝐭 + 𝟏
𝐭𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)𝒅𝒕

 

Donc : 𝑱 = 𝑰 − 𝑱   

D'où : 𝑱 =
𝑰

𝟐
=

𝝅

𝟒
−

𝟏

𝟐
 

Exercice 03 

Pour tout 𝒏 de 𝑰𝑵, on pose: 𝑺𝒏 = ∑𝒌=𝟎
𝒏  

(−𝟏)𝒌

𝟐𝒌+𝟏
 

1) Montrer que : ∀𝒖 ≥ 𝟎:  ∑𝒌=𝟎
𝒏  (−𝟏)𝒌𝒖𝒌 =

𝟏

𝟏+𝒖
−

(−𝟏)𝒏+𝟏𝒖𝒏+𝟏

𝟏+𝒖
 

2) En déduire que: ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵: 𝑺𝒏 =
𝝅

𝟒
+ (−𝟏)𝒏∫

𝟎

𝟏
 
𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝟏+𝒕𝟐
𝒅𝒕  

3) Montrer que: |𝑺𝒏 −
𝝅

𝟒
| ≤

𝟏

𝟐𝒏+𝟑
 ∀𝒏 ≥ 𝟎. En déduire 𝐥𝐢𝐦𝒏→+∞  𝑺𝒏 

Solution 

 Pour tout 𝒏 de 𝑰𝑵, on pose : 𝑺𝒏 = ∑𝒌=𝟎
𝒏  

(−𝟏)𝒌

𝟐𝒌+𝟏
 

1) Montrer que : ∀𝒖 ≥ 𝟎:  ∑𝒌=𝟎
𝒏  (−𝟏)𝒌𝒖𝒌 =

𝟏

𝟏+𝒖
−

(−𝟏)𝒏+𝟏𝒖𝒏+𝟏

𝟏+𝒖
 

On sait que : 𝟏 + 𝒒 + 𝒒𝟐 + ⋯+ 𝒒∗ =
𝟏−𝒒∗−𝟏

𝟏−𝒒
 𝒒 ≠ 𝟏 

On prend : 𝒒 = −𝒖 où 𝒖 ∈ ℝ∗ 

Donc : ∑𝒊=𝟎
𝒏  (−𝒖)𝒌 =

𝟏−(−𝒖)𝒏+𝟏

𝟏−(−𝒖)
 

D'où : 𝒗: ∑𝒕=𝟎
𝒏  (−𝟏)𝒕𝒖𝒕 =

𝟏

𝟏+𝒖
−

(−𝟏)𝒏+𝟏𝒖𝒏+𝟏

𝟏+𝒖
  

2) En déduire que : ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵: 𝑺𝒏 =
𝝅

𝟒
+ (−𝟏)𝒏∫

𝟎

𝟏
 
𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝟏+𝒕𝟐
𝒅𝒕  

On prend: 𝒖 = 𝒕𝟐 dans la relation prècédente on trouve :  

∑𝒊=𝟎
𝒏  (−𝟏)𝐢𝒕𝟐𝒊 =

𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐
+ (−𝟏)𝐧

𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝟏 + 𝒕𝟐
 

Donc: ∫
𝟎

𝟏
 ∑𝒕=𝟎

𝒏  (−𝟏)𝟐𝒕𝟐𝒔𝒅𝒕 = ∫
𝟎

𝟏
 

𝟏

𝒕𝟐+𝟏
𝒅𝒕 + (−𝟏)−∫

𝟎

𝟏
 
𝒕𝟐+𝟏

𝒕𝟐+𝟏
𝒅𝒕 

D'où : ∑𝒌=𝟎
𝒏  (−𝟏)𝒌∫

𝟎

𝟏
 𝒕𝟐𝒌𝒅𝒕 = [𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)]𝒆

𝒕 + (−𝟏)−∫
𝟎

𝟏
 
𝒕𝟐𝐧+𝟐

𝒕𝟐+𝟏
𝒅𝒕 

D'où : ∑𝒌=𝟎
𝒏  (−𝟏)𝒌 [

𝒕𝟐𝒌+𝟏

𝟐𝒌+𝟏
]
𝟎

𝟏

=
𝝅

𝟒
+ (−𝟏)𝒏∫

𝟎

𝟏
 
𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝒕𝟐+𝟏
𝒅𝒕 

Donc : ∑𝒌=𝟎
𝒏  (−𝟏)𝒌

𝟏

𝟐𝒌+𝟏
=

𝝅

𝟒
+ (−𝟏)𝒏∫

𝟎

𝟏
 
𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝒕𝟐+𝟏
𝒅𝒕 

Donc : ∀𝒏 ∈ ℕ ∶  𝑺𝒏 =
𝝅

𝟒
+ (−𝟏)𝒏∫

𝟎

𝟏
 
𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝒕𝟐+𝟏
𝒅𝒕  

 

file:///C:/Users/FAYSS/OneDrive/Bureau/Comerce-25/2%20bac%20SM-WORD/Devoir%20%202%20BAC/Devoir%20-%20%20bac%20sc%20maths/Devoir%2004%20-%20bac%20sm%20maths/www.elboutkhili.jimdofree.com


www.elboutkhili.jimdofree.com 

     Prof FAYSAL :    0681399067 
Correction du devoir 

surveillé 5 

Modèle 3 

2 Bac sciences maths 

2025 /2024 

                                  Prof fayssal Page : 05 

3) Montrer que : |𝑺𝒏 −
𝝅

𝟒
| ≤

𝟏

𝟐𝒏+𝟑
 ∀𝒏 ≥ 𝟎. En déduire 𝐥𝐢𝐦𝒏→+∞  𝑺𝒏 

Soit 𝒏 ∈ ℕ on a : 

|𝑺𝒏 −
𝝅

𝟒
| = |(−𝟏)𝒏 ∫  

𝟏

𝟎

 
𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝒕𝟐 + 𝟏
𝒅𝒕| = |∫  

𝟏

𝟎

 
𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝒕𝟐 + 𝟏
𝒅𝒕| 

Et on 𝒂: 𝒕𝟐 + 𝟏 ≥ 𝟏 donc : 𝟎 <
𝟏

𝒕𝟐+𝟏
≤ 𝟏 

D'où : ∀𝒕 ∈ [𝟎, 𝟏]: 𝟎 <
𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝒕𝟐+𝟏
≤ 𝒕𝟐𝒏+𝟐  

Donc : 𝟎 < ∫
𝟎

𝟏
 
𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝒕𝟐+𝟏
𝒅𝒕 ≤ ∫

𝟎

𝟏
 𝒕𝟐𝒏+𝟐𝒅𝒕 

Et on a : ∫
𝟎

𝟏
 𝒕𝟐𝒏+𝟐𝒅𝒕 = [

𝒕𝟐𝒏+𝟑

𝟐𝒏+𝟑
]
𝟎

𝟏

=
𝟏

𝟐𝒏+𝟑
 

Donc : ∫
𝟎

𝟏
 
𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝒕𝟐+𝟏
𝒅𝒕 ≤

𝟏

𝟐𝒏+𝟑
 

D'où : |𝑺𝒏 −
𝝅

𝟒
| ≤

𝟏

𝟐𝒏+𝟑
 ∀𝒏 ∈ ℕ 

On a : |𝑺𝒏 −
𝝅

𝟒
| ≤

𝟏

𝟐𝒏+𝟑
 ∀𝒏 ∈ ℕ 

Et on a: 𝐥𝐢𝐦
𝟏

𝟐𝒏+𝟑
= 𝟎  donc : 𝐥𝐢𝐦𝑺𝒏 =

𝝅

𝟒
 

Exercice 04 

On considère la fonction 𝑭 définie sur ], +∞[ par : 𝑭(𝒙) = ∫𝟏

𝒙

𝒙
 
𝐥𝐧 (𝒕)

𝒕𝟐+𝟏
𝒅𝒕 

1)a)Calculer 𝑭(𝟏) puis montrer que 𝑭 est dérivable sur ], +∞[ et calculer 𝑭′(𝒙) 

𝒃) En déduire que : 𝑭(𝒙) = 𝟎 ∀𝒙 ∈]𝟎,+∞[ 

2)Montrer, en utilisant une intégration par parties, que : 

𝑭(𝒙) = 𝐥𝐧 (𝒙) (𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 
𝟏

𝒙
) − ∫  

𝒙

𝟏

𝒙

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 ∀𝒙 > 𝟎 

3) Montrer que :  ∀𝒙 > 𝟎 ∶ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝒙
) + 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒙) =

𝝅

𝟐
  

4) En déduire que :  ∀𝒙 > 𝟎: ∫𝒍

𝒙

𝒙
 
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 =

𝝅

𝟐
𝐥𝐧 𝒙 

Solution 

On considère la fonction 𝑭 définie sur ], +∞[ par : 𝑭(𝒙) = ∫𝟏

𝒙

𝒙
 
𝐥𝐧 (𝒕)

𝒕𝟐+𝟏
𝒅𝒕 

1)a)Calculer 𝑭(𝟏) puis montrer que 𝑭 est dérivable sur ], +∞[ et calculer 𝑭′(𝒙) 

On a : 𝑭(𝟏) = ∫
𝟏

𝟏
 
𝐥𝐧 𝒕

𝟏+𝒕𝟐
𝒅𝒕 = 𝟎 d'où : 𝑭(𝟏) = 𝟎 

La fonction 𝒇: 𝒕 ↦
𝐥𝐧 𝒕

𝟏+𝒕𝟐
 est continue sur ]𝟎,+∞[ carles fonctions 𝒖: 𝒕 ↦ 𝐥𝐧 𝒕 

Et 𝒗: 𝒕 ↦ 𝟏 + 𝒕𝟐 sont continues sur 𝑰 =]𝟎,+∞[ D'où 𝒇 admet une fonction primitive 𝝋 

définie et dérivable sur 𝑰 =]𝟎,+∞[ 
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On a : 𝑭(𝒙) = 𝝋(𝒙) − 𝝋(
𝟏

𝒙
)  𝒂𝒗𝒆𝒄 𝒙 ∈ 𝑰 =] 𝟎,+∞[ 

La fonction 𝒘:𝒙 ↦
𝟏

𝒙
 est dérivable sur 𝑰 (fonction rationnelle) et 𝒘(𝑰) =]𝟎,+∞[⊂ 𝑰 et 𝝋 

est dérivable sur 𝑰 donc 𝝋 ∘ 𝒘 est dérivable sur 𝑰  

D'où 𝑭 = 𝝋 − 𝝋 ∘ 𝒘  est dérivable sur 𝑰 

Et on a : 𝑭′(𝒙) = 𝝋′(𝒙) − 𝒘′(𝒙)𝝋′(𝒘(𝒙)) = 𝒇(𝒙) +
𝟏

𝒙𝟐
𝒇 (

𝟏

𝒙
) 

=
𝐥𝐧 (𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
+

𝟏

𝒙𝟐

𝐥𝐧 (
𝟏

𝒙
)

𝟏 +
𝟏

𝒙𝟐

∀𝒙 ∈ 𝑰

=
𝐥𝐧 (𝒙)

𝒙𝟐 + 𝟏
−

𝐥𝐧 (𝒙)

𝒙𝟐 + 𝟏
∀𝒙 ∈ 𝑰

 

Donc : 𝑭′(𝒙) = 𝟎 ∀𝒙 ∈ 𝑰 =]𝟎,+∞[ 

𝒃) En déduire que : 𝑭(𝒙) = 𝟎 ∀𝒙 ∈]𝟎,+∞[ 

On a : 𝑭′(𝒙) = 𝟎 𝒂𝒗𝒆𝒄 𝒙 ∈ 𝑰 =]𝟎,+∞[ 

Donc 𝑭 est une fonction constante 

D'où :  ∀𝒙 ∈ 𝑰: 𝑭(𝒙) = 𝑭(𝟏) = 𝟎 

Donc :  ∀𝒙 ∈ 𝑰: 𝑭(𝒙) = 𝟎  

2) Montrer en utilisant une intégration par parties, que : 

∀𝒙 > 𝟎: 𝑭(𝒙) = 𝐥𝐧 (𝒙) (𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 
𝟏

𝒙
) − ∫  

𝒙

𝟏

𝒙

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)

𝒕
𝒅𝒕  

On a : 𝑭(𝒙) = ∫𝟏

𝒙

𝒙
 
𝐥𝐧 𝒕

𝒕𝟐+𝟏
𝒅𝒕 𝒙 > 𝟎 

On pose : 𝒖′(𝒕) =
𝟏

𝒕𝟐+𝟏
  on prend : 𝒖(𝒕) = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒕  

Et  𝒗(𝒕) = 𝐥𝐧 𝒕  donc :  𝒗′(𝒕) =
𝟏

𝒕
 

𝐃𝐨𝐧𝐜 ∶   𝑭(𝒙) = [𝐥𝐧 (𝒕)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒕]𝟏
𝒙

𝒙 − ∫𝟏

𝒙

𝒙
 
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒕

𝒕
𝒅𝒕 

 = 𝐥𝐧 𝒙 ⋅ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝐥𝐧 (
𝟏

𝒙
) 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 

𝟏

𝒙
− ∫  

𝒙

𝟏

𝒙

 
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒕

𝒕
𝒅𝒕

 = 𝐥𝐧 𝒙 ⋅ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐥𝐧 𝒙 ⋅ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 
𝟏

𝒙
− ∫  

𝒙

𝟏

𝒙

 
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒕

𝒕
𝒅𝒕

 

𝐃𝐨𝐧𝐜 ∶  𝑭(𝒙) = 𝐥𝐧 𝒙 (𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 
𝟏

𝒙
) − ∫  

𝒙

𝟏

𝒙

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒕

𝒕
𝒅𝒕 ∀𝒙 > 𝟎 
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3) Montrer que :  ∀𝒙 > 𝟎 ∶ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

𝒙
) + 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒙) =

𝝅

𝟐
  

 On pose : 𝒈(𝒙) = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝒙 + 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧
𝟏

𝒙
 𝒂𝒗𝒆𝒄 𝒙 ∈ 𝑰 

La fonction 𝒈 est dérivable sur 𝑰 on a : 

𝒈′(𝒙)  =
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
+

(
𝟏

𝒙
)
′

𝟏 + (
𝟏

𝒙
)
𝟐

=
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
−

𝟏

𝒙𝟐

𝟏 +
𝟏

𝒙𝟐

 

 =
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
−

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
= 𝟎

 

Donc : 𝒈′(𝒙) = 𝟎 ∀𝒙 ∈ 𝑰 =]𝟎,+∞[ 

D'où 𝒈 est une fonction constante 

Donc : ∀𝒙 > 𝟎: (𝒙) = 𝒈(𝟏) =
𝝅

𝟐
  

D'où : ∀𝒙 > 𝟎: 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 
𝟏

𝒙
=

𝝅

𝟐
  

4) En déduire que :  ∀𝒙 > 𝟎: ∫𝒍

𝒙

𝒙
 
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 =

𝝅

𝟐
𝐥𝐧 𝒙 

Soit 𝒙 > 𝟎 on a : 

𝑭(𝒙) = 𝐥𝐧 (𝒙) (𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 
𝟏

𝒙
) − ∫𝟏

𝒙

𝒙
 
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒕

𝒕
𝒅𝒕 

Donc: 𝑭(𝒙) =
𝝅

𝟐
𝐥𝐧 (𝒙) − ∫𝟏

𝒙

𝒙
 
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒕

𝒕
𝒅𝒕 

Et on a 𝑭(𝒙) = 𝟎 donc 
𝝅

𝟐
𝐥𝐧 (𝒙) = ∫𝟏

𝒙

𝒙
 
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒕

𝒕
𝒅𝒕 

Finalement :  ∫𝟏

𝒙

𝒙
 
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒕

𝒕
𝒅𝒕 =

𝝅

𝟐
𝐥𝐧 (𝒙) ∀𝒙 > 𝟎 
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